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Подобно тому какъ есть безчисленное множе- | 
ство умныхъ вещей, примёняемыхъ глупымъ об- 
разомъ, точно также бываютъ и гаупыя вещи, 
которыми пользуются разумно. хе 
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ОТЪ ИЗДАТЕЛЯ. 


Книга Люкаса составляетъ, по своей основной мысли, 
какъ бы дополнене къ изданнымь уже мною «Научнымь 
развлеченямъ» Гастона Тисандье. Желаше выпустить ее 
въ свфть возможно скорфе заставило меня на первыхъ 
порахъ ограничиться простымъ ея переводомъ, хотя я и 
сознавалъ, что она много выиграла бы отъ прибавленя 
къ ней нфеколькихъ новыхъ отдфловъ, каковы напримЪръ: 
кастегы, различнаго рода конкретныя геометричоскя 
задачи, такъ называемые «японсюе фокусы» (высвобож- 
деше колецъь изъ замкнутыхъ проволочныхъ фигуръ), на- 
глядныя несообразности въ тЪняхъ и особенно матема- 
тические парадоксы съ точными на видъ доказательетва- 
ми такихь абсурдовъ, какъ 2—8, часть болфе всего цф- 
лаго, ломаная линия короче прямой, возможность двухъ 
перпендикуляровъ въ одной плоскости къ одной и той же 
лиши и т. д. Все это предполагалось мною прибавить къ 
книг; но недостатокъ времени (книга переведена и от- 
печатана въ 3 недфли) не позволилъ переводчику, В. И. 
Обреимову; заняться теперь-же обработкой указанныхъ 
мною выше отдфловъ. Тфмъ не менфе они будуть имъ со- 
ставлены, и въ концЪ августа выйдутъ отдфльной бро- 
шюрой подъ загламемъ «Дополнеше къ 1-му изданию 

_ _ «Математическихь Развлеченшй». (Цна 50 к.) 


Переволчикъ и издатель будуть крайне благодар- 
ны вефмъ, кто пожелаеть сообщить имь каше либо ма- 
терталы для проэктируемыхъ «Дополнешй», въ особен- 
ности по части математическихь парадоксовъ, не имфю- 
щихъ на русекомъ языкЪ ни одного сборника, но повсе- 
мфетно распространенныхъ между юными математиками, 
которыхь они всегда живо интересуютъ. 

Адуресь. Спб. Фонтанка, д. 41, въ книжный магазинъ 
В. Пвылева, для передачи издателю «Математическихъ 
Развлеченй». 

Ф. Павленковъ. 


ПРЕДИСЛОВИЕ. 


„Челов®къ такъ жадокъ, что способенъ скучать 


даже безъ всякой причины, единственно въ сизу 


своей организаци, и такъ легкомыеленъ, что, имя, 
тысячи причинъ къ скукЪ, находить развлечене да- 
же въ катавьЪ шаровъ по билаарду“. к 
— „Съ какой же это цфлью? спросите вы.—Да 
просто съ той, чтобы завтра похвастаться передъ 
своими друзьми, что онъ играетъ лучше другихъ. 
Точно такъ же есть люди, ломаюшие себъ головы 
въ тиши кабинетовъ, изъ желан1я показать учено- 
му опру, что они валили до сяхъ поръ еще нео- 


тыскавное рфшеше какой вибудь алгебрической 
задачи». 


(Паскаль. —Репз6ез). 


Въ обществ не‹принято товорить о себЪ или 0 своихъ близкихъ. 
Въ предисловии же къ книг это, напротивъ, считается обязательнымъ. 
И сколько бы ни возетавали, изъ прилиия, противъ такого правила, — 
оно слишкомь заманчиво для тщесламя авторовъ, чтобы когда нибудь 
выдти изъ употребленя. Поэтому и я позволю себ сказать нЪеколько 
словъ 0 своей книтЪ. . 

Она была задумана двадцать аЪть тому назадъ, когда я мечталъ 
также издать разбросанныя въ различныхь журналахъ статьи Фер- 
мата, одного изъ величайшихь гешевъ человъ чества. Его тлубокомыелен- 
ныя изслфдованя должны были представлять въ то время немало труд- 
ностей, особенно у насъ, во Франщи, тдЪ высшая. ариеметика нахо- 
дитея въ пренебрежени у теометровъ и не пользуется правомъ граж- 
данетва въ оффищальныхь школахъ. На этихъ изелбдовашяхь я осно- 
валъ большую часть евоихь собственных работъ и личныхь выводовъ. 

Кром того, такъ какъ сочиненя Фермата возбуждали множество 


библлографическихь вопросовъ, разрьшенныхь лишь въ недавнее время, — 
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то мнЪ пришлось разыскивать манускрипты, возстановлять способы из- 
слЪдовашя, —вообще, занималься такими изыскавшями, которыя, надЪ- 
юсь, вскорЪ увЪнчаются полнымъ усифхомь. Словомъ, работы по 
изданю мфшали составлено книги; книга, въ свою очередь. мЪшала 
изданю, а имъ обфимъ—мои профессюнальныя занятя. Можеть быть, 
нЪкоторую роль играль въ этомъ случаб и тотъ законъ природы, въ 
силу котораго произведеня человЪческаго ума, точно такъ же какъь по- 
являюцщияся на свЪътъ дЪти, должны быть зачаты въ наслаждении, ВЫ- 
ношены въ страданяхъ и рождены въ болЪзняхъ. 


Читатель, пожалуй, удивится, что меня занимали такя, въ сущно- 
сти, «пустяки» и спроситъ: для какой цфли служить эта книга? На 
этотъ вопросъ мнЪ хотЪлось бы отвЪтить н%сколько сантиментальными 
объяснешями Баше, а именно: «Книги, это — дьти нашего ума, и не 
говоря уже о томъ, что отцы вообще склонны любить своихъ дЪтей, — 
они съ особенной нЪжностью относятся къ своимъ первенцамъ; поэтому, 
выпуская свою первую книгу, я, конечно, очень дорожу этимъ первен- 
цемь своего ума и, не довольствуясь однимъ только произведенемъ его 
на свЪтъ, хочу еще обезпечить ему долгов чноеть». 


Баше приводитъ еще одинъ болЪе солидный аргументъ, ия восполь- 
зуюсь имъ также въ свое оправдане. «Кром того, я не думаю, тово- 
рить онь, чтобы читатель, ознакомивиийся хоть немного съ содержа- 
шемъ моей книги, нашелъ ее такой же ничтожной, какъ и взгаянув- 
Ш на одно только ея заглаве. Правда, въ ней нытъ ничего, кромф игръ, 
имзющихЪ главною цфаью дать обществу благородное развлечете и пр!- 
ятное занят!е, но, чтобы придать этимъ играмъ занимательноеть, потре- 
бовалось немало остроумя и нужно было обладаль недюжинными по- 
знашями въ наук о числахъ, для придумывашя доказательствъ и н%- 
сколькихъ новыхъ интересныхь задачъ, приведенных мною въ своей 
кНИГЪ >. 

Впрочемьъ, чего только не отрицали подъ предлогомъ безполезноети” 
Когда въ присутетыи Малерба хвалили комментарй Балие къ Длофанту, — 
тотъ спросилъ: ‹а@ развъ оть этозо уменьшатся цъны на алльбь:» 
Въ золотой вЪкъ трагеди, Роберваль, выходя изъ театра, высказаль 
фразу, сдБлавшуюся, виосл5детви, классической: <ко чему все это!» 
Всегда были и будуть ученые, относяниеся съ пренебреженемь къ фан 
тазш, поэты, отрицаюние пользу науки и практическе люди, склонные 
смотрть еъ безграничнымь презръшемъ на поэтовъ и ученыхъ, считая 
ихь идеааистами и отвлеченными мыслителями. И во веемъ этомь ныть 


, 


ПРЕДИСЛОВИЕ. 3 


ничего прискорбнаго. Развз раздфаене труда, это произведеше новЪй- 
шей цивилизащи, и развите преобладающихъ склонностей, это основное 
требование современной эстетики, не предполатаютъ въ личности уничто- 
женя нЪкоторыхъ способностей и не производятъ въ мозгу человЪка 
какой-то пустоты, вродЪ незанятой кубикомъ кафтки тажена (игра въ 
пятнадцаль)? Пустота эта необходима для течения и группировки идей и 
безъ нея вся прелесть систематизированя, вся энерия отрицавя, веЪ 
тайны спешальностей слились бы въ синкретизм глупца и въ апатш 
животнаго. 

Знанйе есть сила. Это изречеше справедливо относительно каждой 
области вЪдъшя. Вопалотить въ музыкальной фразЪ или въ стихЪ ни- 
когда неслыханный и незабываемый ритмъ, воспроизвести на полотнЪ 
невиданныя и типическя краски, олицетворить въ мраморф прелесть и 
безобразе формы—развЪ это не сила, если только подъ силой разум ть 
способность создать цфлый узпръ идей и ощущенш! Собрать съ благого- 
въыемъ неофита остатки прошлато и придать имъ новое обаяне посред- 
ствомъ изящнаго стиля, —развЪ это не сила, еели подъ силой разум ть 
способность воскрешать умершихъ дфятелей! Парить мыслью въ про- 
странствЪ, во времени и въ движенш, безъ веякаго другаго ограниченя, 
кромз мощи собственнаго полета, —развЪ это не сила, если называть 
силою способность открывать новыя явлешя природы, «повелфвать тро- 
мами», вызывать исчезнувиие мфы, соединять при помощи нЪеколь- 
кихь цифръ, планеты, обреченныя на вЪчную неизвестность одна для 
другой! Наеколько эти слова Бэкона справедливы для артиста, ученаго, 
химика, физика, астронома, — настолько же они справедливы и дая 
теометра. Расчленяя результаты  вычисленя, создавая абстракщи, ком- 
бинируя, преобразовывая, варшруя ихъ, геометръь укрфпляетъ способ- 
ность мышлешя и пр!обртаеть безконечную власть надъ этимъ уни- 
версальнымь орушемъ всякаго творчества. 


Кто-то уподобляль  составлеше книги бесфдЪ съ неизвфетными 
друзьями. Та часть моего труда, которая была помфщена въ ‹ Дегие 
зоепиЙчие», доставила мнЪ не только симпатизирующихь читателей, 
но и сотрудниковъ. МнЪ часто придется упоминать впослфдетвш о пре- 
лестныхь сообщешяхьъ, остроумныхь замфткахъ, изящныхь ршеняхъ 
задаль многихь лиць, имена которыхъ я назову въ евоемъ мЪетЪ. 
ЗдЪеь же я желаю только выразить мою искреннюю благодарность Карлу 


Генри, молодому человЪку, номотавшему мнЪ довольно продолжительное _ 


1* 


4 ПРЕДИСЛОВИЕ. 


время и еъ дружескимъ , усермемъ принявшему на себя трудъ по би- 
батографическимь изыскашямь и чтеншю корректуръ. 

Въ заключеше скажу еще, что сочту себя вполнЪ удовлетвореннымъ, 
вели эти страницы понравятся нЪеколькимьъ ученымь, если онЪ заинте- 
ресуютъ вообще, хотя немногихъ, образованныхъ читателей и если воз- 
будять въ нъкоторыхь молодыхъ умахъ склонноеть къ разсужденио и 
любовь къ уметвеннымь наслаждешямъ. 


9. Люка. | 


ГЛАВА 1 
ПЕРЕПРАВЫ ВЪ ЛОДЕЪ. 


Главный недостатокъ многихъ ученыхъ со- 
стоитъ въ томъ, что они находятъ удоволь- 
стве лишь въ тумавныхъ и напыщенныхъ 
разсужден1:хъ; между тзмъ какъ дяя упраж- 
нен!я ихъ ума предетаваяется столько важ- 
ныхъ, по своему значен!ю, реальныхъ предме- 
зовъ, которые могли бы быть разработаны 
съ пользой для общества. Охота, рыбная ловля 
торговая, морекя вутешестыя и даже игры, 
какъ требующия ловкости, такъ и оенован- 
ный на случайности, даютъ громадный мате- 
рать для научныхъ завятй. Мадо того, са- 
мыя обыкновенныя дтек!я забавы могли бы 
сетановить на себЪ внимаше велячайшаго ма- 
тематика, 

(Лейбвицъ.—Орег. ры\). 


Историчесня свЪдфня. — Б!ограф!я Баше. 


оба ъ этой первой главЪ мы помфщаемъ нЪекольке 
2 `°« исправленныхъ и обобщенныхъ задачъ. извЪ- 

д’! ствыхъ еще въ древности и относящихся въ 
КЁ” геометрйи порядка (4е Гогаге) и положения (4е 
АЦ хо > 1а зимайоп). 

Происхожденше этихъ задачь намъ пока 
неизвЪстно, точно также какъ и происхожде- 
Ше ‹меледы», теор1ю которой мы даемъ въ седь- 
мой серш нашихъ развлеченй. Существуетъ ли какая нибудь 
связь между задачей о трехъ ревнивыхъ мужьяхь и игрой въ 
меледу съ тремя кольцами, —это вопросъ, требуюлий разъ- 
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яснен!я. Представить себЪ нагаядно переправу черезъ рзку 
можно при помощи колоды картъ, но это лишь въ томъ слу- 
чаз, когда въ задачЪ говорится только о трехъ или четырехь 
семьяхъ: если же ихъ больше, то берутъь нЪоколько колодъ. 
Игральныя карты можно также замфнить нумерованными же- 
тонами благо и краснаго или двухъ какихъ нибудь другихъ 
цвфтовъ. Внимательно прочитавши объяснен!е задачи, приво- 
Димой нами ниже, по тексту самаго Баше, легко освоиться 
съ приемами ея ршешя. Баше, одинъ изъ первыхъ фран- 
цузокихъь математиковъ, коснулся въ своихъ сочинешяхъ 
ариеметики и геометрии положеня. Краткя б1ографачесня 
свфдшя о немъ мы запиствуемъ изъ предислов!я къ нашимъ 
«Весйегсйез вит Г Апайузе пАеттитве еЁ зи ГАНИтеЕЙдие 
ае Пторйате» (Мочи, 1873). 

Гаспаръ Баше С1еръ де Мезирьякъ, родивцийся въ Бург»- 
ан-БресеЪ, въ 158] г. и умерций въ 1688 г., быль извфет- 
ный геометрь и алитераторъ. ПослЪ одного путешествия въ 
Италию вмфстЪ съ грамматикомъ Вожела, ему было иредао- 
жено преподавать математику Людовику ХШ. Однако Баше 
не отличался тщесланемъ и потому не только не принялъ этого 
предложеня, но поспфшиль даже уфхать изъ столицы, в» 
страшномъ испуг, увфряя, что онъ никогда еще не испыты- 
валъ такого безпокойства, и что, при одной только мысли занять 
это мъсто, ему уже казалось, будто на его плечахъ лежитъ тяже- 
л0е бремя королевства. Вернувшиеь на родину, онъ женился 
и, повидимому, сдБлалъ хороший выборъ, потому что самъ 
считаль свое супружество чрезвычайно счастливымъ. эдЪеь, 
окруженный спокойствиемъ домашней жизни, онъ открылъ ръ- 
шеше неопредъленнаго уравнешя первой степени въ ЦБлЛыхЪ 
числахъ, напечатальъ два послфдовательныхъ издашя своего 
«Весией 4е Ртоетез р йзатз её асе ди 56 ют 
раг 1ез потбтез (Гуоп, 1613 её 1624), и свой коментарий 
БЪ Ариометикь Дюфанта (Рал1з, 1621 т.). 
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Переправа роты солдать въ челнок$. Б, 


Рота пълотинцевь подходить ко берегу рьки, но ока- 
зывается, что мостз сломан и перейдти ее в5 6р0д% не- 
возможно. Командирь замъчаеть у берега двоих дей, 
черающихь в; челнокь, 90 т0го маленькома, что в5 немз 
можеть помьститься лишь одину солдате. Какб посту- 
питз командир, чзпобь перевезти через ръку всьхо сол- 
дата св06й роты? # | 

Дъти пере$зжаютъ вмфстЪ на противоположный берегъ; 
одинъ изъ нихъ тамъ и остается, а другой возвращается съ 
лодкой. Потомъ перефзжаетъ черезь р$ку солдатъ, а маль- 
чикъ, остававищйся на противоположномъ берегу, приводить 
лодву обратно. 

Такимъ образомъ, при двухъ переправахъ взадъ и впередъ 
пере$зжаетъ одинъ солдатъ; и это продолжается до т5хъ поръ, 
пока не будетъ перевезена вся рота, а также командиръ ея и 
остальные офицеры. 


—зез=езее-. 


Затруднительный случай переправы. 


Требуется. доставить на противоположный берегь рп-' 
Ки ВОЛКА, 033} и кочан капусты / в5 такой маленькой ло- 
дочкь, которая можеть поднять только лодочника и 0д- 
ного изб этиилв свовобразныхь пассажировв, причемь необ- 
эодимо устроить переправу такз, чтобы в5 отсутстве 
лодочника, волкб не соъль козы, в коза —катусты. 

Тодочникъ перевезетъ прежде веего 5озу. потомъ вернет- 
ся за волкомъ и, переправивъ его на противоположную сто- 
рону, возьметъ козу съ собой обратно, оставитъ ее на берегу, 
отвезетъ капусту и, наконець, переправить и козу. Бааго- 
даря такимъ предосторояостямъ, волкъ не останется въ ком- 
пани! съ козой, а коза — въ сосЪдетвЪ съ капустой. 


х я № 
| ; 4 . Е, НАНТ. 
у м, = д ы "С СЕ ыы ма, и 

бат ООВ Ро Х А, в: 1 и: АН чу 
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Переправа трехъ семей. 


Три ревнивыхь мужа желають переьхать сз своими 
женами черезь року и думають воспользоваться для это- 
го лодкой. которая такз мала, что вё ней могуть пожт- 
ститься только двое. Спрашивается, какё имь перепра- 
ваться притом услови, чтобы ни одна женщина не оста- 
валась в5 обществь мужчина в5 отсутстви своего мужа? 

Ръьшеше этой древней задачи выражено въ слздующихъ 
латинсвихъ стихахъ. 

№ 4ир1ех шаНег, гей пра, уеВИдие тапезцем; 
Наие мпа, шиалбаг сапе Фо рарре ум, 

Раг уааЦ её гедеаиё №11, пзаПегцие зогогет 
АдуеВи: а@ ргормала зше таг! арц. 

Другими словами, воть кавъ объясняется эта задача: 
назовемъ ревнивыхъ мужей большими буквами А, В, С, а ихъ 
женъ — соотвЪтетвующими малыми а, ©, с. Тогда, до пере- 
правы, будемъ имфть: 


Правый берел. Львый бере. 
С В А, 
[ ь а 


И р5шеше задачи представится въ такомъ видз: 
Г. Прежде всего перефзжаютъ дв женщины. 


С В А 

с ь к ? р о 
П. Одна женщина возвращается и увозитъ третью. 

С В А | 


с Аза" 


Ш. Одна женщина возвращается и остается съ своимъ 
мужемъ, а двое другихъ мужчин переззжаютъ. 
С Е : В м В А 
С а } | 9. р а 


ГУ. Одинъ мужъ возвращается со своей женой, которую 


‚* 
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3 
онъ оставляетъ на правомъ берегу, а самъ переправаяеть мужа 
другой женщины. 
С В А 
С 6 Е | * - (4 
У. Женщина возвращается и перевозить одну изъ своихъ 
подругъ, остававшихея на правомъ берегу. 
| Вы. В.А 
С : | р а 


У1. Одна изъ перефхавшихъь женщин возвращается за 
посафдней изъ своихъ подругъ. 


С р а 


При помощи нагляднаго представленя этой задачи, по- 
средствомъ картъ или жетоновъ. легко понять приводимое 
нами здЪсь разсужденше Баше: «съ перваго взгляда, говорить 
онъ, можеть повазаться, что эта задача не имфеть данныхь 
для своего р5шеня, но усалове,/ требующее, чтобы ни одна 
менщина не оставалась съ другими мужчинами въ отсутстви 
своего мужа, должно помочь намъ въ отыскави, посредствомъ 
логическихъ умозаключений, отвфта на предложенный вопросъ. 
И дъйствительно, если переззжать могутъ не болъе, какъ по- 
парно, то необходимо, чтобы это сдфлали или двое мужчивъ 
вмъеть, или двЪ женщины, или мужчина и женщина. Но въ 
первую переправу нельзя отпустить двоихъ мужчину (потому 
что тогда, вопреки условшю, одинь мужчина осталея бы съ 
тремя женщинами), слфдовательно, необходимо, чтобы перез- 
хали или двЪ женщины, или мужъ съ женой, что, въ сущ- 
ности безразлично, тавъ какъ, если перездутъ двЪ женщины, 
то одна изъ нихъ доажна вернутся съ лодкой, а другая оста- 
нется на берегу, а если перездетъ мужъ съ женой, то опять- 
таки останется жена, а мужъ поведеть лодку обратно (жен- 
щин» нельзя ее вести, такъ вакъ она очутится тогда въ 0б- 
ществЪ 2%, мужчинъ безъ своего мужа). 
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«При второй переправь двое мужчинъ не могутъ пере- 
Ъхать вмЪстЪ, потому что въ такомъ случа одинъ изъ нихъ 
оставить бы свою жену въ обществЪ другаго мужчины. Му- 
ву съ женой точно также нельзя переправиться, потому что 
на противоположномъ берегу онъ оказалея бы съ двумя жен- 
щинами; слЪдовательно, необходимо. чтобы перефхали двЪ 
женщины, послЪ чего одна изъ нихъ возвратится съ лодкой. 
Затвмъ, при третьей переправь, когда на правомъ берегу 
находятся трое мужчинъ и одна женщина, очевидно, что двЪ 
женщины не могутъ перезхать, такъ такъ ихъ и оставалось- 
то тамъ лишь одна. Дая мужа съ женой это оказывается то- 
же невозможнымъ, потому что тогда мужчина былъ бы съ тре- 
мя женщинами. Сафдовательно, необходимо переБхать дво- 
имъ мужчинамъ и присоединиться, такимъ образомъ, къ сво- 
имъ женамъ, оставивъ третью семью на правомъ берегу. Но 
кто поведетъ лодку обратно? 

«Мужчина этого не можеть сдфлать, потому что онъ оста- 
вилъ бы свою жену въ обществЪ другаго мужчины. дая жен- 
ЩИНЫ ЭТО также невозможно, потому что она очутилась бы въ 
обществ двухъ мужчинъ безъ своего мужа. Отводить лодку 
двоимъ мужчинамъ нЪть разечета, — они вернулись бы только 
на прежнее имфсто; слЪдовательно остается одно средство, а 
именно. — чтобы лодку отвели мужъ съ женой». 

«При четвертой переправ, когда приходится перефзжать 
двумъ семьямъ, мужъ съ женой, очевидно, не могутъ 5хать, 
потому что это значило бы вернуться къ прежнему распре- 
дБленю; дв женщины тоже не должны перефзжать, такъ 
кавъ три женщины были бы тогда въ обществв одного муж- 
чины ›. Сафдовательно, необходимо переправиться двоимъ муж- 
чинамъ. ПосаЪ этого, для возвращеня лодки нельзя употре- 
бить двоихъ мужчинъ, потому что это значило бы вернуть ихъ 
на прежнее место: одному мужчинЪ также нельзя этого сдф- 
лать, такъ какъ онъ очутился бы въ обществ Двухъ жен- 
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щинъ. СаЪдовательно, нужно, чтобы женщина же отправилась 
ВЪ два раза за об$ими своими подругами, оставшимися на 
правомъ берегу, что составить пятую и шестую переправы. 
Такимъ образомъ въ шесть разъ вс три семьи будуть пере- 
везены безъ нарушеня условя» *). 

Это разсуждеше доказываетъ, что предложенная задача 
допускаетъ только одно ршеше — именно въ шесть пере- 
правъ —ни больше, ни меньше. 


Ошибка Тарталья. 


Тарталья, знаменитый итальянсв!й математикъ, родился въ 
Брешии, около 1510 г., и умеръ въ 1559 г. Онъ раньше Пас- 
каля далъ теорю ариеметическаго треугольника и прежде 
Кардана— способъ рёшеня уравнешй 3-й степени. Въ своемъ 
‹Тгайв ФАптитеИдие», Тарталья задумаль р5шить задачу 
относительно переправы четырехъ семей, сохраняя вс преж- 
ня условя. Но это была ошибка со стороны великаго уче- 
наго. Указавъ на нее, Баше нашелъ, что рёшеше такой за- 
дачи невозможно, хотя и не подтвердиль своего мн5н!я дока- 
зательствомъ. 

Воть какъ объясняется невозможность этой задачи. 
когда услове требуетъ, чтобы пере$зжали не болЪе двухъ че- 
ловЪкъ за разъ. Прежде всего должно замЪтить, что отъ одной 
переправы до другой число перевезенныхъ, если и увеличи- 
вается, то не больше, какъ на единицу. Предположимъ теперь, 
что перевезены сначала двое, потомъ трое, затфмьъ четверо, 
съ соблюдешемъ требуемыхъ условий, и посмотримъ, — воз- 
можно ли перевезти пятаго. Эти пять человфкъ могли бы быть 


*) Васвеф, Ргоб тез рйайзалз её аЙесоЛез, диё зе рот раг 1ез потд- 
пез. Фцайчёше вой, геуце, зпорИйбе её ацетепёбе раг А, Т.афозие. Рам, 
Са ыек-УШагз, 1879, р. 148—150. 
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перевезены только однимъ изъ сафдующихь четырехъ спо- 
собовъ: 
4 женщины. | 3 женщины. | 2 женщины. | 1 женщина. 
1 мужчина. | 2 мужчинь. | 3 мужчинь. | 4 мужчинъ. 

Но первые два случая невозможны по услов!ю задачи, по- 
тому что тогда на лЪвомъ берегу женщины оказались бы въ 
большинствЪ. Точно также невозможень и третй случай, 
такъ какъ женщинъ было бы при этомъ больше, чфмъ муж- 
чинъ на правомъ берегу. 

Что же касается послЪдняго случая, то онъ былъ бы воз- 
моженъ лишь при томъ условш, если бы въ предъидущую 
переправу перезхали или двое мужчинъ, или мужь съ женою. 
Но этого нельзя допустить, потому что тогда на правомъ бе- 
регу оказалось бы или двое мужчинь и три женщины, то 
есть—т0 же, что и во второмъ случаЪ, или одинъ мужчина и 
четыре женщины, т. е.—то же, что въ первомъ случа». 

Слфдовательно, пятая переправа является, при этихъ усао- 
вяхъ задачи, невыполнимой. 


Переправа четырехъ семей. 


Впрочемъ, если лодка поднимаетъ троихъ, — задача, какъ 
это доказаль Лабовъ, можетъ быть разрЪшена, при собаюде- 
щи вохъ остальныхъ условий. Назовемъ четырехъ мужчинъ 
или, при нагляднсмъ способЪ рьшеня задачи, королей различ- 
ной масти изъ колоды картъ, больншии буквами А, В, С,Р, 
а четырехъ женщинъ, или дамъ соотвЪтствующими малы- 
ми буквами а, В, с, 4. До переправы у насъ будетъ: 

Правый бере. Льзый бере. 
ПРО ВВ, ‹ АС] 
[1 с Ь а : 

Допустивъ, что лодка поднимаеть троихъ, мы станемъ по- 
ступать са5дующимъ образомъ: 
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Г. Сначала перевеземъ трехъ дамъ: 
19) С В А : - ! 
Ч - я ‹ Е с р 4 
П. Одна дама или двЪ возвратятся и перевезуть чет- 
вертую : 
р С В А , 
| ь в И 6 Ь а 
Ш. Одна дама возвратится, останется съ своимъ мужемъ, 
проче же короли переЪдутъ: 
р | : . | С В А 
Ч ь : с Ь а 
ГУ. Одинъ король возвратится съ своей женой и увезетъ 
послдняго короля. 
Ь С В А 
ГИ] . . . - [> р а 
У. Король возвратится за своей женой. 
Ь С В А 


Общая задача на переправы. 


Основываясь на этомъ частномъ прим®рЪ, можно 0б0б- 
щить задачу и выразить ве такимъ образомъ: 

Иткоторое число п семей желаютз переправиться че- 
рез5 руку в5 лодкь, поднимающей (п—1) человькз. Опра- 
нивается, — какз должны переправляться эти 21 чело- 
вкз при том условии, чтобы ни одна женщина не оста- 
валась в5 обществь мужчинв 6езё св0его мужа? 

Для рьшешя этой задачи мы предположимъ число семей 
больше четырехъ и назовемъ 

мужей —буквами . . . Мани латов 
ихъ жень— буквами . . И ис. 6 ЗОЕЫ 

До переправы, у насъ будетъ: 
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Правый берез Лъвый берет 
Ра ТЕ № 
т, 1 ом Ре < Кое: мя . 
Теперь станемъ поступать сафдующимъ образомъ: 
1. Прежде всего перефзжаютъ (п—1) женщинъ: 


се... Воды Эх. Па 

т. 1. А. | д». В т В. @ 

П. Одна изъ женщинъ возвращается за своей оставшейся 
подругой. 

М, Г. и Е: 


98 и - г. т, о о 

Ш. Одна женщина возвращается и остается съ своимъ 
мужемъ, друге мужья пере$зжаютъ: 

В О. ох нь Ват 

В" о... | АЭИ, аа, 

ГУ. Одна пара возвращается на правый берегъ и перево- 
зитъ оставшуюся: 


. 


ров. 

ое а Г: 1. ПЕ 
Переправа совершилась въ четыре према, между тБмъ 
кавъ для четырехъ семей нужно было сдфлать пять позздокъ. 
Но мы видфли, что тамъ послБдняя пофздка происходила два 
раза, такъ какъ посл третьей на правомъ берегу оставалось 


еще четыре человЪка, а перевезти можно было только троихъ. 


Другое обобщене задачи. 


Изаожене предъидущей задачи въ общемъ видз было 
предложено Лабономъ, который даль и рьшеше ея въ своемъ 
издани < Рлоб тез раза её аЧесва М е$ ае ВасйеЁ 4е Ме- 
зичас», хотя это рьшеше далеко не такъ просто, какъ только 
что приведенное нами. Прежде всего мы замЪчаемъ, что 
обобщене Лабона какъ будто не отличается законченностью; 
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оно не вполнЪ согласуется съ идеей, заключающейся въ изло- 
жени задачи о трехъ ревнивыхъ мужьяхъ. Изъ предыдущей 
схемы видно. что возможно перевезти девять семей въ лодЕЗ, 
поднимающей по крайней м®рЪ восемь человЪкъ. Однако легко 
убфдиться, что эта переправа осуществима и въ лодЕЪ. под- 
нимающей шесть человъкъ. Въ самомъ дБ4Ъ, при ршени 
задачи о трехъ семьяхъ можно ввести такое услове, что каж- 
дая семья состоитъ изъ трехъ человЪкъ и переправа совер- 
шится, согласно съ приведенной нами первой схемой, въ 
томъ предположении, что посредствомь Аа, ВФ, Сс, обозна- 
чены семьи изъ трехъ членовъ. 

СлЪдовательно, общее изложеше задачи о лереправЪ п се- 
мей представится въ такомъ видЪ: 

Нэкоторое число п мужчинг желають перепра- 
ваться с5 своими женами черезь року. Спрашивается, 
какое наименьшее число х человкь солжна поднимать 
лодка, чтобы соверииить эту переправу 6езё перевозчика 
и при томь услови, чтобы ни одна женщина ие остава- 
лась ни в лодкь, ни на берегу безе своего мужа вё обще- 
ствь мужчина. 

Рьшене этой задачи мы приводимъ въ приифчаши, по- 
мЬщенномъ въ концф книги. 


4 еее 


Переправа съ остановкой на островЪ. 


Въ закаючене этой сери разваечешй мы прибавимъ, что 
есть еще .способъ обобщить задачу о ревнивыхъ мужьяхъ, 
посредствомъ весьма простаго и остроумнаго метода. идею 
котораго далъ намъ въ 1879 году на конгрессь француз- 
скаго общества преустьяная науко. въ Монпелье, юный во- 
спитанникъ мфетнаго лицея, Ваде де-Фонтенэ. Въ самомъ 
ДЪлЪ, достаточно предположить, что во время переправы че- 
резъ рЪку можно а предварительно на островъ, 


ч 
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и тогда, при сохраненш везхъ условй первой задачи, легко 
перевезти сколько угодно семей въ алодкЪ, поднимающей 
только двоихъ пассажировъ. Такимъ образомъ мы дадимъ 
полное рёшене сл5дующаго вопроса: Как перевезти через 
ръку, на которой есть островь гдь можно остино- 
виться, извъстиное число семей. в5 лодкь, поднимающей 
только двоихь и при том5 услови, чтобы ни одна жен- 
шина не оставалась ни на берегу, ни в5 лодкъ, ни на 
06708 в5 обществь мужчине 0ез5 своего мужа? 

Мы предположимъ сначала число семей равнымъ по край- 
ней мфрЪ четыремъ. Тогда переправа должна выразиться въ 
трехъ различныхъ фазахъ;: 

Начальная фаза переправы: Тутъ прежде всего веобходимо 
перевезти одну семью на з5вый берегъ и другую на островъ. 
Это достигается посредствомъ пяти перезздовъ, причемъ посаЪ 
каздаго изъ нихъ аодка причаливаетея въ острову. 

Правый берез 0стровь Лювый бере 

юСвВаА Ст | 


оО ва 


Г. ДвЪ женщины переззжають на островь: 


Ро Вы.А. «В Фета 
и, ой 

П. Одна изъ нихъ возвращается за третьей: 
о ВА КР 

ео, | б.р: а 


Ш. Одна женщина возвращается и остается съ своимъ 
мужемъ, а двое мужей присоединяются къ своимъ женамъ: 

Вы... | яз. ОА 

ма а | 


[У. 06$ женщины переззжаютъь съ острова на лЬвый 6е- 
регъ рЪки и одна изъ нихъ возвращается на островъ: 

с бл. | . Ву: ВА | 

Я е 
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2 

у. Музины съ острова переправаяются на а5вый берегъ 
и одинъ изъ нихъ возвращается на островъ къ своей женъ: 

О В У Я ТЫ: >. ГУ АА 

д Мих з р Е ака 

Промежуточная фаза. Теперь нужно, —во-первыхъ, пе- 
ревезти съ праваго берега одну изъ оставшихся тамъ паръ на 
островъ, и—во-вторыхъ— переправить одну пару съ острова 
на 16вый берегъ, для чего требуется четыре пере зда, и посл5 
каждаго изъ нихъ лодка должна попрежнему приставать въ 
острову. 

Г. Одинъ мущина пере$зжаетъ на правый берегъ съ остро- 
ва, а дв женщины отправляются туда: 

УГ Же Е 

рат. 6556 

П. Одна женщина возвращается съ острова и остается съ 
своимъ мужемъ, а двое другихъ мущинъ отправаяются къ 
своимъ женамъ на островъ: 

Ту. г ре ат. Войны . 5% 

Ч . : : с р ' | : ь х а 

Ш. Двое мущинъ пере$зжаютъ на а5вый берегъ. а жена 
одного изъ нихъ отправляется на островъ: 

Ве. . к: . 9% ‚о 

Ч с” бу -0°. в : 

[\. ДвЪ женщины перевзжаютъ на аёвый берегь, съ 
острова, посаЪ чего одинъ изъ мущинъ С возвращается туда. 
в то 
в. мы И и - 400” 

Эти переЪзды сл®дуетъ повторять до тьхъ поръ, пока на 
правомъ берегу и на остров не останется по одной семьЪ. 
Заключительная фаза. Теперь приходится переправить 
на лъвый берегъ двЪ семьи,—одну съ праваго берега, дру- 
гую—съ острова; для этого потребуется и переззда, при- 
2 


а 
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чемъ посаЪдвий хотя и совершается вдвойнЪ, но можеть счи- 
таться за одинъ. 

Г. Мущина съ острова возвращается на правый берегъ за 
послВднимъ изъ оставшихся тамъ своихъ товарищей: 

: А-а | гие ПА 

Про Пк, а авг ОАЗОРГЫО 

П. Мущины съ острова перебзжаютъ на л5вый берегъ, 
откуда одна изъ женщинъ возвращается на островъ. 

ь | ен т Е де Вох 

а а Ве т . 

Ш. 065 женщины съ острова переправляются на лЪвый 
берегъ, посл чего одна изъ нихъ перевозитъ туда же и свою 
подругу, остававшуюся на правомъ берегу: 

тк ит .. м-р с 
у 5 з й , нм с А, 

СлЬдовательно, при четырехъ семьяхъ переправа происхо- 

дитъ въ двфнадцать переЪздовъ, а если бы семей было и, то 


она совершилась бы, самое большее, въ 4 ("_— 1) пере$здовъ. 


ГЛАВА П. 
МОСТЫ и ОСТРОВА, 


Бываютъ умы различнаго склада, точно такъ 
же, какъ различные характеры и выражев1а 
зицъ. Что одни люди удостоиваютъ своимъ 
полнфйшимъ равводупиемъ, то въ другихъ 
вызываетъ восторгъ. (Въ этомъ-то и состо- 
итъ гармов!я вселенной. 

(Озанамъ. —Предислове къ Весгеайопз). 

Пока не перейдешь моста, ве смйся надъ 
его патрономъ. 

(Средневвковая пэсловица). 


Я Т\ ъ чисаь работъ различныхъ математивовъ, за- 
нимавшихся той вЪтью науки о протяжении, 
- у, )) которую принато называть геометрией поло- 
у —” жешя (свотбиче 4е зИиаНоп), мы прежде 
АС» веего встрьчаемь знаменитый мемуаръ Эйле- 
ра, извЪстный подъ назвашемъ задачи о ке- 
нигсберскихь мостахь. Ниже мы приводимъ 

в въ перевод» Карла Генри выдержку изъ этого 
сочиненя, появившагося на латинскомъ языкЪ въ Л/емуа- 
ражь Берлинской академжи наукз за 1859 г. подъ загла- 
вемъ: Зоо ргоешайз$ а сеотейтало зНиз регИпепив. 


-эазаею— 


Мемуаръ Эйлера. 


1) Кромъ той отрасли геометрш, въ которой разсматри- 
ваются величины и способы измфрешя и которая тща- 
2* 
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тельно разрабатывалась еще въ глубокой древности, Лейбниць 
первый упомянулъ о другой втви этой науки. до сихъ поръ 
пока очень мало извЪстной, и названной имъ сеотейча зИаз 
(геометрия положения). По его мнЪн!ю, эта часть геометрии 
исключительно занимается порядкомъ и относительнымъ по- 
ложешемъь тфлъ между собою, независимо отъ ихь величи- 
ны. Вавя же задачи принадлежать этой науЕЪ, кав!е методы 
должны употребляться дая ихъ разрьшеня? — Вотъ во- 
просы, которые не были еще опредлены съ достаточной яс- 
ностью. Недавно инф пришлось слышать объ одной задачъ, 


Фиг. 1. Кенигебергеве мосты въ 1759 году. 


повидимому, птносящейся къ геометрии положеня, такъ какъ 
въ условяхъ ея заключаются требованя только относительно 
порядка, но не измфрешя, ия рёшилея изложить здесь, въ 
видЪ образца, найденный мною способъ рёщеня этой задачи. 

2) Въ Венигобергь есть островъ, называемый Кнейт- 
2045; омывающая его рфка дфлится на два рукава (фиг. 
1), черезь которые перекинуто семь мостов а, 6, с, 4. е, 
2 9. Возможно зи при такихъ усломяхъ обойти вов мо- 
соты, не побывавъ ни на одномъ изь нихъ по два раза? НЪко- 
торые говорятъ, что это, повидимому, возможно: друге, на- 
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противъ, находять такое требоваше неосуществимымъ. 
Однако никто ве убЪжденъ въ справедливости своего мнЪ я. 
Поэтому я предложиль себ% слфдующую задачу, выразивъ ее 
въ общемъ видЪ: 

При каком угодно очертание рьки, раздъленши ся на 
рукава и числь образуемые ею 0стрововг, а также при 
какомд угодно количествь перекинутыхе черезг нее м0-. 
стовё опредьллить: возможно ли обоани иле всь, не побы- 
6@65 ни на дном изё нить по два раза? 

3) Что касается частнаго примЪра задачи о семи кенигс- 
бергскихъ мостахъ, то, очевидно, она была бы разрфшена, 
если бы перечислить всф возможные случаи переходовъ, и 
тогда, смотря по характеру составленныхъ вомбинащй, мы 
получили бы отвфть на предложенный вопросъ. Но, велд- 
‚ стве значительнаго числа перестановокъ, способъ этотъ, мед- 
зенный и затруднительный даже въ частномъ саучаЪ. ока- 
зался бы положительно непримфнимымъ при большемъ коди- 
чествЪ мостовъ. Съ другой стороны, многя изъ этихъ пере- 
становокъ окажутся настолько безполезными, что по окончани 
операщи можеть встрЪтиться масса результатовъ, вовсе не 
относящихся къ дьалу. Вотъ въ чемь, безъ сомнъшя, и 00- 
стоитъ громадная трудность задачи ‘). Поэтому, оставивъ въ 
сторон подобныя соображеншя, я задался мыслью, нельзя ли 
придумать такого способа рфшешя. который позволялъ бы, 
съ перваго же раза, судить о возможности или невозможности 
задачи. и мн» казалось, что такой способъ доаженъ быть го- 
раздо проще °). 


т) По той же ‚ причинз, весьма вфроятно, не вайдено еще и разршене 
задачи о королевахъ, когда число ихъ больше восьми (см. © этомъ ТУ-ю 
главу, гдз приведена задача о восьми королевахъ шахматной игры). Что же 
касастся комбинацй, которыя должны тамъ вотрЪтиться, то это будуть пе- 
ремлщеня съ повторешяии. 

2) Это замвчане Эйлера отличается чрезвычайно. общемъ харлаеаоод 
хотя съ перваго взгаяда это и незамътво. Я нашелъ,. что’ во множеств® "за- 
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4) Основываясь на этомъ, не трудно убфдиться, что весь 
методъ ршеня задачи зиждется на томъ, какъ обозначить 
различныя пути наиболЪе подходящимъ образомъ. Съ этой 
Цфлью буквами А, В, С, Р я называю различныя местности, 
отдьленныя рукавами рфки; тогда переходъ изъ А въ В (все 
равно, будеть ли онъ совершенъ черезъ мостъ а или черезъ 
. мостъ 6) выразится комбинащей АВ, гдЪ первая буква пока- 
зываетъ мЪсто отправленя, а вторая—мЪето прибытия. Точно 
также переходъ изъ В въ О, напримЪръ, черезъ мостъ {, изо- 
бразится комбинащей ВУ, а оба послЪдовательныхъ перехода 
вст — черезь АВО. Такимъ образомъ промежуточная 
буква В показываетъ, въ одно и то же время. мото прибытя 
посад перваго перехода и м5сто отправления при второмъ. 

5) Въ селБдующемъ переходь изъ Р въ С черезъ мостъ д, 
я выражаю вс три посафдовательныхъ перехода комбина- 
щей АВС изъ четырехъ буквъ, причемъ обозначене это 
показываетъ, что переходъ изъ А въ С совершился путемъ 
предварительнаго прохождения черезъ мета Вир. Но такъ 
какъ эти четыре м5ста отдЪлены одно отъ другаго рукавами 
рЬки, то на пути должно было встртиться три моста, Подоб- 
нымъ же образомъ переходъ черезъ четыре моста выразится 
пятью буквами, а переходъ черезъ » мостовъ формулой (и-Н1) 
буквами. Слфдовательно въ задачь о семи кенигеберговихъ 
мостахъ переходъ черезъь нихъ долженъ быть обозначенъ во- 
семью буквами. 


дазъ, относящихся къ геометр!и положеня, часто ветр$®зается большое раз 
лич1е въ способахъ опредзлен!я возможности и невозможности задачи. Вообще 
послёднюю замЪтить легче, нежели первую, въ чемъ нетрудно убЪдитьел изъ 
теор!и солитера, такена и нфеколькихъ другихъ игръ. Въ слЪдующемъ па- 
раграхв Эйлеръ говоритъ, что весь его методь ссновызаетея на спец!аль- 
номъ обозначеви, и мы покажемь впослфдетв!и, что то же самое справедаиео 
и относительно везхъ подобныхъ задачъ. Въ той глав, тдв говорится объ 
’ игрВ въ меледу, читатели увидятъ, до какой степени упрощена теорйя ея 
посредетвомъ остроумнаго обозначентя, пранятаго Гросеомъ. 
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6) Замътимъ, что въ этомъ обозначени не принято въ 
разсчеть указашя мостовъ, по которымь совершается пере- 
ходъ, потому что мосты, соединяющие одни и т$ же м$етно- 
сти, очевидно, могутъ быть замфнены, при каждомъ переход», 
одни другими. Такимъ образомъ въ задач о семи мостахъ 
полный обходъ изображается восемью буквами: но эти восемь 
буквъ должны быть расположены такимъ образомъ, чтобы А 
и В, непосредственно саЪдуя одно за другимъ въ порядкЪ АВ 
или $8, встрЪчались два раза, такъ какъ ифетности А и В 
соединяются двумя мостами. Подобнымъ же образомъ и комби- 
нащя буквЪ А и С должна входить два раза, а совокупность 
Вир иаи Сир только по одному разу. 

7) Задача въ ея частномъ случаЪ сводится, сафдовательно, 
въ тому, чтобы при помощи четырехъ буквЪ А, В, С, О ©0- 
ставить рядъ изъ восьми буквъ, въ которомъ всЪ вышепри- 
веденныя комбинации встр$чались бы необходимое число разъ. 
Но прежде, чБмъ сдлать это, нужно спросить себя, —осуще- 
отвимо ли такое требован!е, и если окажется (что собственно 
и пибетъ мЪето въ давномъ случа$), что подобное соединение 
буквъ невозможно, то безполезно и трудиться надъ ршешемъ 
предложенной задачи. И вотъ я нашелъ правило, позволяю- 
ще, ( во всякомъ данномъ случаЪ), безошибочно отвФтить на 
вопросъ о возможности ршевшя задачи относительно мостовъ. 

3) Съ этой цфлью я разсматриваю исваючительно одну 
только мфетность А, соединенную съ другими н5которымъ 
количествомъ мостовъ а, 6, с, 4, е ит. д. Начнемъ съ мо- 
ста а. Прежде всего я замфчаю, что путешественникъ, про- 
шедпий по этому мосту, долженъ быаъ находиться въ А наи 
до своего перехода паи посаЪ него. Сл5довательно, въ ва- 
комъ бы направлени онъ не сдфлалъ это, буква А появится 
въ принятомъ обозначенши только одинъ разъ. Предположимъ 
теперь, что три моста а. 6, с ведутъ къ мЪстности А. Если 
путешествевникъ перейдетъ ихъ всЪ, то буква А въ вомби- 


:. 
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нащи, изображающей эти переходы, встртится два раза, — 
все равно, выйдетъ ли путешественникъ изъ этой местности, 
или изъ какой нибудь другой (въ нервомъ случа —АВАС, во 
второмъ— САВА или ВАСА, смотря по тому, соединено аи мЪ- 
сто А двумя мостами съ В или съ С). Точно также, если пять 
мостовъ ведутъ въ А, то буква А ветрЬтится въ обозначени 
перехода черезъ всЪ эти мосты три раза. Вообще, если число мо- 
стовъ, соединяющихъ берега даннаго мЪста А съего окрестно- 
стаями, нечетное, то означающая его буква встрЪтится въ симво- 
чическомъ изображениг полнаго перехода такое число разъ, ко- 
торое равняется половинЪ количества вефхъ мостовъ увели- 
ченнаго на единицу. Другими словами, если число мостовъ 
равно Эи--1, то буква А войдетъ въ формулу аи 

п--1 разъ. 

9) Въ кенигебергской задачЪ. изъ семи мостовъ пать 
примыкаютъ въ острову А и по три— къ каждой изъ осталь- 
ныхь мьетностей В, Сир, такъ что въ формулЪ для полнаго пе- 
рехода буква А должна встрфтиться три раза а В, Сир —подва 
раза; слЪдовательно, эта формула должна бы была содержать 
ВЪ 6605 9 буквъ, а не 8, какъ это мы и нашли раньше при 
помощи другихъ соображений. Отеюда можно завлючить, что 
задача перейти черезъ всф кенигобертсые мосты по одному 
разу - неразрьшима. 


ИЛИ 


10) То же самое разсуждене примфняется и ко везмъ част- 
нымь примьрамъ, въ воторыхьъ число мостовъ, примыкаю- 
щихъ къ разаичнымъ мЪестностямьъ, будетъ дано нечетное; 
оно же указываетъ возможность опредфлить и случаи неосу- 
ществимости перехоха. Въ самомъ дъль, если окажется, что 
общее число всЪхъ буквъ въ формул не равно числу вефхЪ 
мостовъ, увеличенному на единицу. то задача неразрьшима. 
№стати замфтимъ, что правило, данное нами, для опредфле- 
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ня числа повторенй буквы А при нечетномъ количеств мо- 
стовъ извъстной мЪетности. прим нимо во всякомъ случа — 
будетъ ли соединенъ берегъ А мостами съ одной мБотностью 
В, или съ какимь угодно ихъ числомъ. 

11) Но когда келичество мостовъ, идущихъ отъ А четное, 
`то необходимо различать два случая, смотря но тому, отправ- 
ляется ли путешественникъ изъ А или изъ какого нибудь 
другаго мъста. Дъйствительно, если изъ А ведутъ два моста | 
п если путешественникъ отсюда же и вышелъ, то буква А 
должна быть повторена два раза (АВА), — первый разъ, чтобы 
оззачить отправлене черезъ одинъ изъ мостовъ, а второй, 
чтобы выразить возвращене по другому мосту. Но если 
путешественникъ началь свои экекурош изъ другаго м$- 
ста, то буква А встрЬтится въ формул только одинъ разъ 
(ВАВ) и будетъ обозначать, согласно условю, какъ прибыте 
ВЪ А ПО одному изъ мостовъ, такъ и отправлев!е оттуда по 

другому. 

12) Предположимъ, что четыре моста ведутъь въ мЪет- 
ность А и что путешествие начинается съ нея же. Тогда формула 
перехода будетъ содержать три раза.букву А, въ томъ случаЪ 
если всЪ мосты пройдены только по одному разу (АВАВА). 
Но если путешестве предпринято изъ другой мЪъотности, то 
буква А ветрфтится лишь два раза (ВАВАВ). Точно ток- 
же. когда шесть мостовъ примыкаютъ къ мЬстности А, формула 
перехода будетъ содержать букву А или четыре (АВАВАВА), 
или три раза (ВАВАВАВ), смотря потому, начатъ ли обходъ 
изъ мфста А или изъ какого нибудь другаго. Вообще, когда 
число мостовъ какого нибудь берега четное. то буква, 
означающая эту мфотноеть, войдеть въ формулу пол- 
наго обхода столько разъ, сколько единицъь содержится въ 
половинЪ числа вофхъ мостовъ, если обходъ начать не изъ м- 
ста А, и она войдетъ однимъ разомъ больше въ томъ случаз, 
когда обходъ начать изъ мЪета А. 
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13) Но для всякаго очевидно, что при полномъ обходв мы 
можемъ начинать его каждый разъ только съ одной какой ни- 
будь ифстности; всафдетв!е этого для мЪста съ четнымъ чис- 
ломъ мостовъ я буду брать всегда число повторен буквы 
равнымъ половинЪ количества мостовъ, а для мЪста съ не- 
четнымъ ихъ числомъ — половин® того же количества ‚ увеличен- 
наго на единицу. Такимъ образомъ намъ придется разобрать 
два случая, смотря по тому, начинается ли обходъ изъ мЪет- 
ности съ четнымъ количествомъ мостовъ, или наоборотъ. 

Въ первомъ изъ нихъ задача окажется невозможной, если 
сумма повторешй буквъ не превышаетъь на единицу общаго 
количества мостовъ, а во второмъ—если число этихъ повто- 
ревй не равно послднему, потому что, выйдя изъ мБетности 
съ четнымь количествомъ мостовъ.— для нея. и только дая 
нея одной— нужно будетъ увеличить на единицу число повто- 
ренй буквы, обозвачающей эту мБетность. 


14) Чтобы судить А ргюги, осуществимъ или яЪтъ поаный 
обходъ воБхъ мостовъ данной мЪстности, поступаютъ сл%- 
дующимъ образомъ: 1) обозначають каждую изъ отдфльныхъ 
ея частей буквами А, В, С, 1%, ит. д.; 9) количество везхь 
мостовъ пишутъ въ заголовкЪ приводимой ниже таблицы; 
З)въ первой вертикальной колонн ея ставятъ буквы А,В,С,О, 
а во второй число мостовъ, соотвътетвующее каждой мЪот- 
ности; 4) отм5чаютъ звЪздочкой мЪета съ четнымъ числомъ 
мостовъ; 5) въ третьей вертикальной колоннЪ пишутъ поло- 
вины чиселъ второй колонны, если они четныя и половины 
этихъ чисезь, увеличенныхъ наединицу, когда они нечетныя; 
6) опредфаяютъ сумму чисель посафдней колонны. Если эта 
сумма равна числу воЪхъ мостовъ или меньше его на еди- 
ницу, то полный обходъ возможенъ; иначе, задача неразрЪ- 
шима. Впрочемъ, сафдуетъ замфтить. что въ первомъ саучаь 
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обходъ долженъ начинаться съ м$стности, имфющей четное 
число мостовъ и отмфченной звЪздочкой, а во второмъ— 
съ мЪетности, гдЪ число мостовъ нечетное. Такимъ обра- 
зомъ дая кенигсбергской задачи мы получимъ са5дующую 
таблицу: 


Число мостовъ: 7 
А, Боя 
РТ йе Е М к. 
С. зиё 8 
Ь. 3 3 


| 


аи... 9 


Такъ какъ сумма больше 8 пли 7-1, то задача нераз- 
р%Ьшима. 


Фрг. 2.. 


15) Раземотримъ чертежъ, представаяющий два острова 
А и В, соединенные между собою и съ берегами рЪки пятнад- 
цатью мостами, какъ это представаено на фиг. 2. 

Спрашивается, возможно ли обойдти всЪ эти мосты. ве 
побывавъ ни на одномъ изъ нихъ по два раза? Прежде всего 
я обозначаю шесть отдфльныхъ частей давной мфстности бук- 
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вами А, В, С, О, Е, Е, потомъ составляю таблицу, согласно 
приведенному выше объяснен!ю. 


Число мостовъ: 15. 


т НИЯ В 
5 4 2 
6 #119 
> 3 2 
Е 5 3 
Е* 6 3 

ВУИ.‘ хрена зи 29 


Въ данномъ примфрЪ рьшеше задачи возможно, если только 
начать обходъ съ О, и кончить его въ Е, или наоборотъ:; это 
можетъ быть сдЪлано такимъ образомъ: 

Еа Её Вс Е4 Ае ЕГСу Ай СЕ РА Ат Еп Ар В4 ЕР, 
или, въ обратномъ направлени, начиная съ р. Въ этой фор- 
мулЪ мы вставили между большими буквами, означающими 
мфотности. 15 малыхъ буквъ для обозначеня мостовъ. 


16) Чтобы судить о невозможности задачи, мы укажемъ, 
кромв вышеприведеннаго способа, другой, болЪе простой и 
требующий меньше времени. ЗамЪтимъ прежде всего, что сум- 
ма чисель второй вертикальной колонны въ нашей таблиц® 
строго равна двойному числу мостовъ: это зависить оттого, 
что мы считали каждый мость два раза, тавъ какъ онъ при- 
мыкаетъ къ двумъ сосфднимъ мЪетностямъ. 

17) Отсюда. очевидно, сафдуетъ, что сумма чисель, на- 
ходящихся во второй вертикальной колоннЪ, есть число четное, 
такъ какъ половина ея представляетъ количество мостовъ, 
т. е. число цълое. 

Поэтому невозможно, чтобы число мЪестностей съ нечет- 
вымъ количествомъ мостовъ было 1, 83, дит. д.; такимъ об- 
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разомъ во всякой таблицЪ вторая колонна содержитъ всегда 
парное число нечетныхъь величинъ: другими словами, 
число мБотностей съ непарнымь количествомъ мостовъ бу- 
детъ всегда или равно нулю или какому нибудь четному чи- 
слу, что мы и нашли въ частномъ случаЪ для кенигобергской 
задачи, а также для задачи параграфа 15. 

18) Отсюда сафдуетъ, что задача возможна, когда въ 
мБетности пифютъ четное количество мостовъ. Въ этомъ слу- 
чаЪ всЪ числа второй вертикальной колонны будутъ парные, 
сумма чиселъ третьей колонны равна числу мостовъ и задача 
окажется всегда разр шимой— съ какой бы мЪетности не на- 
чинался обходъ. 

Если бы, въ кенигебергской задач мы условились пере- 
ходить каждый мостъ по два раза, то рёшеше ея было бы 
возможно. Въ самомъ дЪлв въ этомь случаЪ каждый изъ м0с- 
товъ считается за два, а потому вс мЪетности имбютъ какъ 
бы четное количество ихъ, и полный переходъ выражается 
комбинацгей: 

абарсае Че {1 Тауе °). 

19) Предположимъ еще. что нечетное число мостовъ нахо- 
Дитя только въ двухъ мЪетностяхъ, а въ остальныхъ — чет- 
ныя. Въ этомъ случа$ сумма чиселъ третьей колонны на единицу 
больше числа мостовъ. Легко убфдиться, что и такая задача 
возможна. при томъ условш, чтобы обходъ начинался или окан- 
чивался въ одной изъ мЪетностей съ непарнымъ воличествомъ 
мостовъ; но если бы количество такихъь м5етностей было 
4, 6, 8, то сумма чиселъ третьей колонны превышала бы 
2-мя, 3-мя, 4-мя единицами общее число веёхъ МОСтовЪ И, 
саЪдовательно, задача сдЪлалась бы невозможной. 

20) Изв всего сказаннаго вытекаеть, что каково бы ни 


^ 


*) Это разсуждене имфетъь силу, очевидно, для веякаго распредълевя 
мостовъ и острововъ на какой угодно рзкЪ, если только дозвоаяется перехо- 
цить два раза черезъ каждый мостъ. 
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было расположене частей данной м5етности, — всегда легко 
узнать, возможно или нЪтъ перейдти всЪ мосты по одному ра- 
зу. Задача неразршима лишь вВЪ томъ случа, когда отд%ль- 
ныхъ мЪетностей съ нечетными мостами больше двухъ. Осуще- 
ствима же она— во-первыхъ, — когда всЪ мЪстности обладають 
четнымъ количествомъ мостовъ, причемъ начать обходъ мож- 
но, откуда угодно; во-вторыхъ,— когда местностей съ нечет- 
нымЪ числомъ мостовъ только двЪ и когда обходъ начинает- 
ся съ одной изъ нихъ и оканчивается на другой. 

21) Убьдившиеь въ возможности задачи, остается еще 
р%ёшить вопросъ о томъ, въ какомъ направлени дфлать об- 
ходъ, Для этой цфли я пользуюсь сафдующимьъ правиломъ: 
«Я исключаю мысленно въ каждой мфстности возможно боль- 
шее четное число мостовъ, всафдетве чего количество ихъ 
значительно уменьшается, затЪмь, по оставшимся начинаю 
обходъ и посалЪ, ввожу въ него исключенные мосты. При 
нЪБоторомъ вниман!и это настолько легый способъ, что я счи- 
таю аишнимъ распространяться о немъ>. 

На этомъ оканчивается мемуаръ Эйлера. Знаменитый гео- 
метръ, повидимому, занимался преимущественно вопросомъ 
о невозможности. Въ примфчани П, помфщенномъ въ концъ 
книги, читатели найдутъ теорю возможности р шеня задачи, 
составляющей какъ-бы продолжене Эйлеровскаго мемуара. 


_ Парижене мосты въ 1880 году. 


Мы прим5нимъ теперь правило Эйлера къ слёдующей за- 
дач: Возможно ли обойдти посльдовательно всь париж- 
се мосты, не побываве нина одном изз нихь по два раза? 

Въ предлагаемой задачЪ мы будемъ имфть въ виду одни 
только мосты черезъ Сену, не принимая въ разочетъ кана- 
ловъ. По теченю этой рЪки въ раюнЪ Парижа вотр®чаются 
три острова, а именно — Сенъ-Луи, Сите и Лебяжий; саЪдова- 
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тельно, мы будемъ имфть дЪло съ пятью различными иъетно- 
стями: двумя берегами и тремя островами. 

Въ чисаЪ ихъ острова Лебяжй и Сите имъють четное 
число мостовъ. Въ первому примыкаютъ два развЪтвленйя 
Гренельскаго моста.а ко второму десять мостовъ: на югф— 
Архепископекй, Дубльсьй, Малый, Сенъ-Мишель и южная 
часть Новаго моста, на сЪверь — Севъ - Луи, Аркольсый, 
Нотръ-Дамъ, Биржевой и сЪверная часть Новаго моста. Въ 
острову Сенъ-Луи ведетъ семь мостовъ. На юг — южная 
часть моста Сюали, мостъ Турнеля и Сенъ-Луи; на сЪверф — 
сЪверная часть моста Сюлали, мость Мари и Людовика Фил- 
лиопа; сюда же мы прибавимъ еще .9стакаду, деревянный 
мостъ, примыкающи къ правому берегу рЪки. Что же касает- 
ся обоихъ береговъ Сены, то нзть никакой нужды перечис- 
лать всЪ принадлежащие имъ мосты, такъ какъ легко убЪдить- 
ся. что на одномъ берегу число ихъ четное. а на другомъ— 
нечетное. Дъйствительно, въ $ 17 было доказано, что число 
мъетностей съ нечетнымъ воличествомъ мостовъ бываетъ 
всегда парное. А такъ вакъ въ данномъ случа» изъ пяти раз- 
сматриваемыхъ мЪстностей два острова имфють парное коли- 
чество мостовъ, а трет!— не парное, то по необходимости и 
у одного изъ береговъ р%Ъки будеть также непарное число 
мостовъ. 

Съ другой стороны, такъ какъ мЪетностей съ непарнымъ 
количествомъ мостовъ только двЪ, то, значитъ, разрёшенше 
задачи возможно. Другими словами, путешественникъ можетъ 
сдЪлать обходъ такимъ образомъ, что побываетъ по одному— 
и только по одному разу на всЪхъ мостахъ, примыкающихъ 
къ островамъ Сите и Сенъ-Луи и мостахъ непосредственно 
соединяющихъ оба берега Сены; но при этомъ ему всегда при- 
дется—или начинать, или оканчивать свою прогулку остро- 
вомъ Сенъ.Луи. 

Слфдуетъ, впрочемъ, замфтить, что если не принимать 
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въ разсчеть „стакады, то задача р»шается чрезвычайно 
просто. 


Фигуры, очерчиваемыя съ одного почерка. 
Подпись Магомета. 


Есть задача, въ которой требуется очертить, съ одного 
почерка, фигуру, составленную изъ четырехъ сторонъ прямо- 
угольника и двухъ его д1агоналей. Эта задача похожа на ке- 
нигобергскую. Назовемь вершины угловъ прямоугольника че- 
резъ А, В, С, О, а точку пересвчешя длагонолей — черезь Е. 
ВеЪ пять точекъ А, В, С, О, Е можно разсматривать, вакъ 
центры пяти местностей, соединенныхъ между собою мостами. 
Такъ какъ первые четыре А, В, С, р имфють непарное ко- 
личество ихъ, то задача оказывается неразрьшимой. Но, про- 
водя каждую линю по два раза, начертить предложенную фи- 
гуру возможно. 


Фиг. 3. Фиг. 4, 


Эти соображеня примфняются къ очерчиван!ю съ одного по- 
черка всЪхъ геометрическихъ фигуръ, образующихся изъ пря- 
мыхъ или вривыхъ лин, на плоскости или въ пространств%. 
Весьма легко доказать, напримЪръ, что возможно описать, 
однимъ почеркомъ, фигуру, образуемую сторонами и всеми 
длагоналями многоугольника съ выходящими углами и съ не- 
четнымъ числомъ сторонъ, но для многоугольниковъ съ чет- 
нымъ числомъ сторонъ, какъ напримфръ, квадрать, шести- 


п.— мосты И ОСТРОВА. 33 


угольникъ и т. д. задача неразрьшима. Точно также можно 
очертить съ одного почерка совокупность всзхъ реберъ пра- 
вильнаго октаэдра, между тЪмъ какъ этого нельзя сдфлать 
относительно четырехъ другихъ правильныхъ многогранниковъ 
съ выходящими углами. 

Я слышаль, что Магометъь чертиль съ одного почерка 
остремъ палаша свою поднись, представаяющую два скре- 
щенныхъ полумЪсяца, какъ это показываетъ фиг. 5. Въ ва- 


момъ дВаЬ, такъ какъ на этой фигурЪ встр$чаются лишь 
точки, въ которыхъ пересфкается четное число лин, то чер- 
ченте ея съ одного почерка не представляетъ никакихъ затруд- 
ней. 


фиг, 6. 


Фигура 6-я заключаетъ въ себЪ только двЪ точки Аи. 
съ непарнымъ числомъ пересфкающихся въ вахъ лин!й; сл$- 
довательно, ее можно описать съ одного почерка, идя отъ 


че ал; 


р 
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А БЪ И или наоборотъ. Начертивъ эту фигуру въ большом 
видЪ на картонЪ, легко устроить отличную игру, состоящую 
вЪ томъ, чтобы найхги путь, саЪдуя которому, можно взять 
одинъ за другимъ вс маленьве жетоны, положенные въ сре- 
динЪ каждой лини, соединяющей двЪ сосЪднихъ точки. Сообще- 
вемъ прилагаемаго здЪсь чертежа, заимствованнаго изъ бро- 
шюры [оанна Бенедикта Листинга, ‹ Гогзви еп зиг Тороодёе», 
мы обязаны Морицу Вантору, профессору. Гейдельбергекаго 
университета. 

Фигура 7-я преДетавляеть восемь точекь съ нечетнымь 
числомъ перес$кающихся въ нихъ лин и можетъ быть очер- 
чена только четырьмя непрерывными линшями. задача эта была 
разъяснена Влаузеномъ въ № 494 Азёгопотисйе Мас/чеМев. 


Фиг. 1. Фиг. 8. 


Фигура 8-я представляетъ часть каменной стфны и заклю- 
чаетъ въ себЪ двЗнадцать точекъ съ нечетнымъ числомъ ли- 
ый, вслдетв!е чего ее нельзя описать иначе какъ шестью не- 
прерывными чертами. 

Точно также фигура обыкновенной шахматной доски, со- 
держащая 64 кафтки и 28 точекъ съ нечетнымъ числомъ пере - 
сЪкающихся въ нихъ линНй. можеть быть описана только 
четырнадцатью непрерывными аин1ями, а для шашешницы во 
100 клЪътокъ ихъ необходимо 15. 

Если раздфлить стороны треугольника на » частей и со0е- 
динить ПоТомЪ соотВЪтетвующия точки дЪлешя линями, па- 
раллельными сторонамъ, то получится фигура, заключающая 
въ себЪ одни лишь точки съ четнымъ числомъ пересфкаю- 
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щихся въ нихъ лишй, которую, сафдовательно, можно начер- 
тить съ одного почерка ит. д. 


Странствован!я контрабандиста. 


Въ задачЪ о кенигсбергскихь мостахъ можно подвести и 
еще такой случай, еслибы, наприм$ръ, контрабандистъ задал- 
ся цвлью послдовательно перейдти вс$ смежныя границы раз- 
личныхъ странъ какого нибудь континента непремфнно по од- 
ному разу. Очевидно, что при этомъ страны и границы ме- 
Жду ними вполнз соотвётствуютъ мфетностямъ и рукавамъ 
рзки, черезъ воторыя перекинуто по одному мосту для каждой 
пограничной черты, общей двумъ сосфднимъ странамъ. Такъ 
какъ у Швеци, Испаши и Дави число границъ нечетное, то 
для европейскаго континента намфрене контрабандиста ока- 
зывается неосуществимымъ. 

Разсматривая эту задачу въ примфненш въ геометриче- 
скимъ фигурамъ, взятымъ на плоскости или въ пространствъ. 
мы найдемъ, что непрерывнымъ движешемъь по поверхности 
можно очертить съ одного раза вс ребра куба; но это оказы- 
вается невыполнимымъ для другихъ правильных многоуголь- 
никовъЪ съ исходящими углами. 


ГЛАВА Ш. 
ЛАБИРИНТЫ. 


Не вез геометры обладаютъ остроушемъ, и не 
вез остроумные люди бываютъ геометрами. 
(Паскаль. - Ренз6ез). 
ФилосоФск1й умъ долженъ господствовать по- 
всюду; онъ служитъ ар1адниной нитью ко возмъ 
лабиринтамъ. 


(Больтеръ.—1100е 4е 1а тата. аи Стае\. 


Умные люди не р®дки, но рЪдки геометры. 
(Казанова де Сенгалль. Рьщеше задач). 


Мальчикъ съ пальчикъ. —Нить Ар’адны. 


ообразите себЪ, читатель, что вы заблудились 
въ переходахъ лабиранта, въ подземныхъ гал- 
лереяхъ рудника, въ мрачныхъ корридорахъ 
катакомбъ или сбились съ дороги въ темномъ 
2%су. Не имфя въ рукахъ аруадниной нити, 
вы очутились бы тогда въ томъ же положени, 
ВЪ какое попалъ мальчике сё пальчиив посаЪ 
того, какъ птицы скаевали разбросанныя имъ 
по дорог® крошки хлфба. Что дёлать, вакъ найдти выходъ изъ 
лабиринта, шахту ведущую изъ рудника, отверст!е катакомбъ, 
или хижину древосЪка? Изъ этой главы вамъ будетъ ясно, что, 
сбившись съ дороги, всегда легко отыскать ее. 


Египетсне и греческе лабиринты. 


Древше писатели считали выходъ изъ лабиринта невоз - 
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можнымъ; Да и въ настоящее время, пожалуй, этотъ предраз- 
судовъ раздъаяется еще многими. Лабиринтомъ называлась по- 
стройка, состоящая изъ корридоровъ или галлерей, безчислен- 
ВЫЯ развЪтваеня Боторыхъ отнимали у попавшаго въ нихъ 
человЪ ка всякую возможность найдти ВвыхХоДЪ. Сочинен!я древ- 
нихъ авторовъ наполнены описанями этихъ удивительныхъ 
памятниковъ, служившихъ гробницами, оТъЪ КоТОрыхъ. ВЪ 
настоящее время. ве осталось почти никакого саЪда. Въ егип- 
тЪ ихъ было два: лабиринтъ Мендеса, расположенный на обтро- 
В Меридскаго озера и лабиринтъ двзнадцати фараоновъ 
(4002е зе1опецгз), построенный на юго-западномъ берегу то- 
го же острова Псамметихомъ, приблизительно въ седьмомъ сто- 
аъии до Р. Х. и, по словамъ Плишя, посвященный Солнцу. 
Онъ состояль изъ множества расположенныхъ въ рядъ или 
одни надъ другими храмовъ и, занимая огромное пространство, 
предетавлялъ тавую запутанную сЪть поворотовъ и развЪ- 
твленй, что выходъ изъ него оказывадея невозможнымъ. 

Но изъ всЪхъ‘этихъ памятниковъ ни одному не посвящали 
древе ПОЭТЫ СТОЛЬкихХЪ описаний, вакъ лабиринту, нахо- 
дившемуся на остров Аритиь и построенному по приказаню 
царя Миноса, СЪ ЦЪЛЬЮ Заключить туда Минотавра. 

Выстроивъ домъ лабиривтомъ съ глухими стЪнами и крышей, 
Дедалъ, тогда замчательвый ген1й въ строительномъ дваЪ, 

Здане вывелъ, въ которомъ особыхъ примфтъ не имфлось, 
Длинный же рядъ корридоровъ кривыхъ въ направаешяхъ разныхъ, 
Цвоью тянувпайся, только лишь путалъ пытливые взоры. 

Будто хригйек Меавдръ, протекавпиий по пажитямъ тучнымъ, 

Въ ОЪъгь своемъ то метнется впередъ, то назадъ обратится; 
Веседо свЪтлой волною играя и вдаль убЪгач, 

Снова встр$чаетъ свои же наветр®чу бЪгупия воды, 

Иль безприютный помчится къ пространному синеху морю, 

Или къ рзкЪ подплываетъ, какъ будто бы хочетъ съ пей садиться: 
Также и Дедалъ пути безъ числа въ своемъ зданьи устроилъ, 


Такъ что и самъ затруднялся пробратся къ наружному входу! 
(Овидй, Метаморфозы, кн. “ПП. 


Этотъ отрывокъ изъ Овидя даетъ достаточно ясное поня-. 
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те о безвылодности лабиринта и о множествЪ заключавших- 
ся въ немъ перепутанныхъ между собою корридоровъ. Ту же 
мысль мы находимъ иу Демутье въ ‹/[исьмать кё Эми- 
и»: «Это громадное здаше., говорить онъ, состояло’ изъ 
безчисленнаго множества поворотовъ, устроенныхъ съ ковар- 
нымъ искусствомъ. Увы! оно походило на сердце измфнника, 
извороты котораго невфдомы чистой душЪ. Съ довфмемъ от- 
дается она этому сердцу и погибаетъ въ немъ безвозвратно, 
кавъ въ чабиринтЪ >. 

` Можетъ быть, въ сущности, все это ничто иное, какъ 
поэтическая легенда, такъ какъ никто изъ древнихъ авторовъ 
не говоритъ, что самъ видЪлъ этотъ лабиринтъ, тфмъ больше, 
что во времена Д1одора и Плиня отъ него уже не оставалось ни- 
какихъ и слЪдовъ на поверхности земли. Однако же на остро- 
вЪ Вритф (нынфшняя Ванд!я) существуетъ еще и ло сихъ поръ 
нъсколько пещеръ съ крытыми корридорами, и кандюоты, не 
колебаясь, признаютъ ихъ за остатки лабиринта, куда зашла 
прекрасная Ар1адна, дочь Миноса. 


Турнефоръ въ пещер. 


Знаменитый ботаникъ Турнефоръ посЪтилъь около 1702 
года одну изъ такихъ пещеръ, вырытую у подножия горы Иды. 
Въ своихъ письмахъ къ министру Поншартрену, изданныхъ 
подъ заглавемъ ‹ Путешестве во Леванте» , онъ разеказы- 
ваетъ, что, пробродивши нЪкоторое время съ своими спутниками 
10 цфлой сЪти подземныхь корридоровъ, они подошли къ длин- 
ной и широкой галлере®, которая привела ихъ въ прекрасную 
залу, находившуюся въ глубинз лабиринта: «Мы сдфлали, 
говоритъ Турнефоръ, впродолжене получаса 1460 шаговъ по 
этой главной галлереЪ, не уваоняясь ни вправо, ни ваъво. 
Вышиною она семи футовъ, проложена въ скалЪ и совершен- 
но горизонтальна. какъ и вообще все вапластоване этой мЪст- 
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ности. Идя по ней, мы должны были кое гдЪ нагибать головы, 
а въ одномъ мет, почти посрединз пути, пришлось, какъ 
говорится, ползти на четверенькахь. Ширина галлереи по 
большей части настолько значительна, что позволяетъ пройд- 
ти двоимъ или троимъ въ рядъ; поль ровный; ни подъемовъ, 
ни спусковъ дЪлать не приходилось: стфны высфчены отвЪс- 
но или саожены изъ добытыхъ тутъ же камней и притомъ съ 
довольно большимъ искусствомъ, вродЪ того, какъ обыкновен- 
но выводятся каменныя постройки безъ употреблен!я цемента. 
По 06$ стороны отъ этой галлереи тянется столько корридо- 
ровъ, что въ нихъ непремфино запутаешься, если не принять 
необходимыхъ предосторожностей; а такъ какъ у насъ бы- 
140 сильное желаше выбраться изъ этого лабиринта, то 
мы и позаботились обезпечить себЪ обратный путь. Во- 
первыхъ. мы оставили одного изъ нашихъ проводниковъ у 
входа въ пещеру и велфли ему тотчасъ же собрать людей изъ 
сосфдней деревни для нашего освобожденя въ салучаз, есаи 
бы мы къ ночи не вернулись; во-вторыхъ, у каждаго изъ 
насъ было въ рукахъ по зажженному факелу: въ третьихъ, на 
воЪхъ поворотахъ, которые намъ казалось затруднительнымъ 
отыскать впосаЪдетвш. мы прикрфпляли справа къ стЪнамъ ну- 
мерованныя бумажки и въ четвертыхъ, одинъ изъ нашихъ 
проводниковъ клалъ, по лЪвую сторону, заготоваенные имъ за- 
ранфе маленьке пучки терновника, а другой посыпаль дорогу 
рубленой соломой, которую онъ все время несъ съ собою въ 
МЬшЕЪ. 


Друпе лабиринты. 


Существують еще развалины нфсколькихъ лабиринтовъ, 
въ Лемносф, Агригентъ, КалузумЪ. Относительно этого по- 
саЪъдняго, служившаго гробницей Порсены, мы имфемъ сви- 
дфтельство Марка Варрона, приводимое Плинемъ: нижнй 


г 
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этажь постройки представлялъ собою въ высшей степени за- 
путанный лабиринтъ; кто разъ попадалъ въ него безъ клубка 
ниТокЪ, тотъ не могъ уже найдти выхода. Это здаше, прибаз- 
ляеть Пливй, служило намятникомъ человЪческаго безузия и 
тщеславя. 

Въ средше вЪка лабиринтъ вотрёчается только въ рисун- 
кахъ на каменномъ полу готическихъ церквей. Рисунки эти 
представляютъ собою извилистыя линш, образуемыя своеобраз- 
нымъ расиредвлешемъ камней различной формы и цвзта. Из- 
гибаясь по всевозможнымъ направлешямъ, такя линш ведутъ 
БЪ НЫСколЬкимЪ главнымъ святынаямъ храма и сходятся пе- 
редъ изображещемъ Голговы. Изъ наиболЪе знаменитыхъ ла- 
биринтовъ этого рода, по которымъ въ средше вЪка соверша- 
лись, въ мишатюрЪ, религозныя путешествя, слфдуетъ ука- 
зать на лабиринты въ соборахъ: ащенскомъ, сенскомъ, реймс- 
скомъ, шартрекомъ, беёзскомъ. Два посафднихъ сохранились 
еще и до сихъ поръ, точно такъ же вакъ и лабиринтъ Сенъ-Вен- 
тенской (Запи-СФиепёт) церкви. 

Не говоря уже о запутанности улиць, бульваровъ и сточ- 
ныхъ канавъ Парижа, представляющихъ своего рода лаби- 
ринты, въ немъ существуетъ теперь два настоящихъ ааби- 
ринта—одинъ въ старинныхъ каменоломняхъ подъ лЪвымъ бе- 
регомъ Сены, а другой—въ Жарденъ-де-Плантъ. По особому 
дозволеню можно посфщать ту часть перваго, которая назы- 
вается О5зисите 4ез Саасотфьез, гдЪ сложены остатки костей, 
собранныхъ съ древнихъ каадбищь. заблудиться тамъ нельзя, 
потому что посфтители, впускаемые и выпускаемые счетомъ, 
пдутъ одинъ за другимъ, образуя непрерывную` цфпь и руко- 
. водятся при этомъ своего рода арадниной нитью— широкой 
черной полосой копоти, оставшейся на потолкЪ каменоломни 
отъ восковыхъ свЪчь. Что же касается лабиринта в5 ваур- 
денё-де-Плинте, то въ солнечные дни онъ служить люби- 
мымъ мфстопребыванемъ дътей, которые б$гаютъ и прячут. 
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ся въ его извилистыхъ алаеяхъ, окаймленныхъ елями и исвус- 
ственными гротами въ тЪъни громадвыхъ кедровъ. 


Геометрическое р5шенге задачи о лабиринтахъ. 


Мы можемъ разсматривать перекрестки лабиринта, какъ 
геометричесвя точки, а корридоры, аллеи. улицы и галлереи, 
какъ линш, прамыя или кривыя. соединяющя ихъ попар- 
но. Мы условимея называть лабиринтомъ всякую сЪть, со- 
ставленную изъ геометрическихъ лин. когда движущаяся 
точка, помфщенная на одной изъ нихъ, можеть дойдти до ка- 
кого угодно перекрестка, не сходя съ лин системы. Допустивъ 
это, мы докажемъ, что такая двйжущаяся точка можетъ по- 
слЪдовательно описать всЪ лини сфти. безъь перерывовъ и не 
проходя ни по одной боле двухъ разъ, другими словами, что 
и35 всякаго лабиринта есть выходб. 

Возьмемъ листъ бЪлой бумаги и назначимъ на вемъ произ- 
вольное число точекъ, потомъ соедивимъ ихъ между собою 
какъ угодно — прямыми или кривыми лишами, но съ тЪмъ 
условемъ, чтобы ни одна изъ этихъ точекъ не была изолиро- 
вана отъ другихъ. Тогда у насъ получится геометрический 
лабириятъ; для примфра можно начертить сЪть конно- жел з- 
ныхЪъ дорогъ въ большомъ городЪ. сЪть желЪзныхъ дорогъ въ 
какомъ нибудь государетвЪ или просто систему рЪкъ и кана- 
ловъ, прибавивъ къ нимъ какя угодно боковыя развЪтвленя 
и преграды. 

Начерченный, такимъ образомъ, рисунокь покрываютъ 
листомъ картона, чтобы не видЪть общаго плана лабиринта. 
Въ картонЪ прорфзывается отверст!е или такъ называемый оху- 
лярё, дающий возможность видфть только небольшую часть 
сЪти, причемъ этотъ картонъ кладуть такимъ образомъ, 
чтобы окуляръ приходился на какомъ нибудь перекрестк»№. 
Требуется провести окузяръ черезъ вс лиши сЪти непрерыв- 


42 МАТЕМАТИЧЕСК!Я РАЗВЛЕЧЕНИЯ. 


но во два раза и вернуться. въ концЪ концовъ, къ исходному 
пункту. Чтобы отмфтать пути, по которымъ проходилъ оку- 
ляръ,— на каждой пройденной имъ лини будемъ проводить ма 
ленькую поперечную черту всяый разъ, при вход на перекре- 
стоБъ и при выходЪ изъ него. СлЪдовательно, по совершени 
всего путешеств1я, оба конца каждаго пути окажутся отмЪ- 
ченвыми два раза, но не больше. 

Въ настоящемъ лабиринтЪ или въ галаереяхъ рудника 
посфтитель точно также отм5чаеть свой путь; такъ напри- 
мЪръ, при вход на переврестокъ и выход изъ него, онъ кла- 
детъ въ каждой галлереф. по которой проходитъ, по камешку 
или что нибудь въ этомъ родЪ. 


Р-шене задачи о лабиринтЪ, предложенное Тремо. 


Изъ числа разаичныхъ рьшенй только что приведенной 
нами интересной задачи, относящейся въ геометрии положения, 
мы выбрали, какъ наиболье изящное и простое, то, которое 
было любезно сообщено намъ Тремо, бывшимъ воспитанникомъ 
политехнической школы, телеграфнымъ инженеромъ. Только 
мы нФеволько измфнили его доказательство. 

Первое правило. Выйдя изъ первагоперекрества, слБдуютъ 
по какому нибудь пути до тЪхъ поръ, пока не достигнуть или 
глухой, или открытой его вЪтви. Въ первомъ случаЪ, конечно, 
надо вернуться назадъ и тогда путь по этой лини должно 
считать не имфющимъ никакого значеня, такъ кавъ его уже 
прошаи два раза; а во второмъ идутъ дальше по какому ни- 
будь произвольно взятому направленю, отмфчая всяюй разъ 
поперечной чертой вступлене на перекрестокъ — по направае- 
но стрфлки/, и выходъ изъ него— по направлению стрваки 9 
(фиг. 9). Такъ какъ приходится проходить по каждому раз- 
вЪтвленю по два раза, то новыя отифтки, въ отлише отъ 
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прежнихъ, мы обозначаемъ крестивами, какъ это показано на 
относящихся къ задачЪ фигурахъ. 

Первое правило примфняютъ всяый разъ, когда на пути 
вотрьчается неизвзстный перекрестокъ. Но, очевидно, посль 
нфоколькихъ переходовъ, намъ, по необходимости, долженъ 
будетъ встрфтиться снова такой перекрестокъ, черезъ который 
уже проходили. Посафде!й случай распадается на два, смотря 
по тому, подходимъ ли мы къ перекрестку по пути уже прой- 
денному, или же идемъ къ нему по новому пути, и сообразно 
(ъ этимъ примфняется одно изъ нижеса5дующихъь правилъ. 


и Ы #7 


М 
ая а 


2% кс и 
я у и и ьа 


фиг. 9. фиг. 10. 


Второе правило: Приблизившись къ пройденному уже пе- 
рекрестку по новому пути, саБдуетъ вернуться назадъ, отм%- 
тивъ прибыте на перекрестовъ и выходъ изъ него двумя чер- 
тами, какъ это показано на фигурЪ 10-й. 

Третье правило: Когда мы подойдемъ къ знакомому пере- 
крестку путемъ, уже пройденнымъ, сл$дуетъ направиться по 
новому пути, если онъ существуетъ; а если его нзтЪъ, то по 
пути, пройденному только одинъ разъ. Оба эти случая изоб- 
ражены на фигурахъ 1] и ]2. 

„Доказательство. Строго придерживаясь трехъ этихъ пра- 
вилъ, можно обойдти въ два раза всЪ линш сЪти. Но предва- 
рительно необходимо сдфаать сл5дующя оговорки: 
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1. При выходф изъ начальнаго перекрестка нужно ста- 
вить одну черточку. 

П. Проходя черезъ перекрестокъ, согласно съ однимъ изъ 
только что указанныхъ правилъ. надо ставить на лин!яхъ. 
къ нему примыкающихъ, двЪ черточки. 


Фиг. 11. Фиг. 12. 


Ш. Во все время изсл5дованшя лабиринта. число отм токъ, 
до перекрестка или послЪ него, должно быть нечетное—дая 
начальнаго и четное—для всЪхъ остальныхъ перекрестковъ. 

ГУ. Въ каждый моменть изслЪдованя лабиринта— до пере- 
хода черезъ перекрестокъ или послЪ него—долженъ вести къ 
начальному перекрестку только одинъ отм$ченный чертою путь, 
а ко всБмъ другимъ —по два такихъ пути. 

У. По окончани излдованя лабиринта, всф перекрестки 
должны имЪть по двЪ отм5тки на каждомъ пути, что требует- 
ся и самымъ условемъ задачи. 

Установивъ эти правила, легко убфдиться, что когда пу- 
тешественникъ прибылъ на перекрестокъ М, боле или менЪе 
удаленный отъ начальнаго перекрестка А, то продолжене обхо- 
да не представить для него никакихъ затруднен! й. Въсамомъ дЪ- 
лъ, на перекрестокъ М онъ можетъ придти или по новому пути, 
или по пути, разъ уже пройденному. Въ первомъ случаЪ прим$- 
няется то или другое изъ двухъ первыхъ иравилъ, а во вто- 


= 
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ромъ, такъ какъ выходь на перекрестокъ даль бы нечетное 
число отмфтокъ, то согласно съ пунктомь Ш, приходится, 
за неимфшемъ новаго выхода, идти по лини, только что прой- 
денной. 

Такимъ образомъ двойной обходъ лабиринта можетъ быть 
заключенъ не иначе, какъ возвращешемъ къ начальному пе- 
рекрестку А. Предположимъ, что ИА представаляетъ собою 
единственный путь, ведущий изъ перекрестка 7 къ этому не- 
избЪжному концу путешествя. Путь изъ , очевидно, быль 
уже пройденъ одинъ разъ, потому что въ противномъ случаъ 
обходъ можно бы продолжать. А если онъ пройденъ, то на пе- 
рекресткЪ 7 не существуетъ уже ни одного свободнаго пути, 
лначе это доказывало бы, что мы забыли примфнить третье 
правило. Притомъ же изъ всЪхъ путей, сходящихся въ 7, дол- 
женъ существовать только одинъ ИА, пройденный разъ, соглас- 
но съ пунктомъь Г\. Сафдовательно, въ моменть остановки 
ВЪ А, в6ф пути перекрестка 7 будутъ пройдены по два раза. 
Въ томъ же самомъ можно убфдиться и относительно предъ- 
идущаго перекрестка У, а также и вофхъ остальныхь пере- 
крестковъ. Что и требовалось доказать. 

Примьчане. Когда вопросъ касается перекрестка съ од- 
нимъ или н®еколькими пройденными путями, — второе пра- 
вило замвняется сафдующимъ: придя по новому пути +&ъ 
встрёчавщемуся уже перекрестку, можно отправиться дальше 
по другому, тоже новому пути, но съ тБмъ усломемъ, чтобы 
къ двумъ чертамъ, которыми отмёчены оба сдфланные уже 
перехода, прибавить соотвЪтствующие знаки @ и а’. Тогда, 
возвращаясь на перекрестокъ по одному изъ этихъ путей, не- 
обходимо пройдти и по другому. Это въ сущности равносиль- 
но тому, какъ если бы мы перекинули надъ перекресткомъ 
мостъ аа’. Приведенное правило указано намъ Морисомъ, быв- 
шимъ воспитанникомъ политехнической школы. 
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Теоря геометрическихъ деревьевъ, 


Мы видфли, что, примняя второе правило, необходимо 
возвращаться назадъ, придя поновому пути къ изса$дованному 
уже перекрестку, т. е. кЪ такому, отъ котораго нЪтъ больше 
непройденныхъ путей. Предположимъ теперь, что мы уничто- 
жили въ сЪти одно изъ звеньевъ пути. примыкающаго къ это- 
му перекрестку и произвели то же самое во вофхъ мЪетахъ, 
гдЪ приходится возвращаться назадъ. Сфть превратится тогда 
въ другую геометрическую фигуру, называемую 06/6в0мё или 
развьтвлещемь, причемъ дороги получатъ назваше 6751086й, 
а перекрестки назваше сучьевх пли у3.06%. Подобныя фигу- 
ры были изучаемы Жорданомъ, Сильвестромъ, Веле, Септим- 

‚емъ Тэбэ и, въ самое недавнее время, — княземъ Полинья- 
кОМЪ *). 

Геометрическимъ деревомъ обыкновенно называютъ такую 
фигуру. изъ каждаго узла которой, слЪдуя вдоль примыкаю- 
щихъ въ нему вЪтвей. можно придти во всякому узлу, но по 
одному только пути, Теор1ю геометрическихъ деревьевъ значи- 
тельно упростилъ Полиньявъ, посредетвомъ одного основнаго 
правила, которое вытекаеть изъ слёдующаго соображеня: 
всякое развЪтвлеше можетъ быть очерчено нЪкоторымъ чи- 
сломъ непрерывныхъ лин, безъ повторевшя ихъ и безъ скач: 
ковъ; то есть, выйдя изъ оконечности какой нибудь вЪтви, мы 
всегда достигнемъ начала другой, новой или уже пройденной. 
Замфтимъ при этомъ, что проходимый такимъ образомъ путь 
долженъ пересЪвать другой, уже пройденный, а не сливаться 
съ нимъ. Опредзливъ эти общйя условя, паАНиь въ пра- 
вилу Полиньява. 


*) Тог4ап, /оитпай ае Вотсватаё.—5ЗПуезег, Е4исаНопа! Татез.—СаУеу, 
Виз» Аззослаяот Ееротё, 1815.—ЮШе РоИепас, ВиИени @е 1а Боев 
тебетайцие, $. УП, р. 120. 
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Основное правило. 


Какимь бы способом» ни очерчивать геометрическое 
067660 безх повторей пути и скачков, число троводи- 
мыхз при этомё непрерывныхь лиш будеть величина по- 
стоянная. 

Въ самомъ дЬлЪ. разрфжемь всЪ вЪтви, соединяющия 
между собою узлы. тогда развЪтвлене превратится въ рядъ 
3675305, соединяя которыя, снова получимъ прежнюю фигуру. 
Такимъ образомъ для каждой звЪзды, взятой отдфльно, приве- 
денное основное правило очевидно. Обозначимъ черезъ №, №, 
№, ..., №, число лучей каждой звфзды, а черезъ р число 
узловъ или самыхъ звфздъ. Если мы соединимъ теперь двЪ 
первыхъ звфзды, то потеряемь одну непрерывную черту 
изъ сумиы вефхъ чертъ, образующихь каждую фигуру. 00е- 
нивъ вторую звЪзду съ третьей, мы потеряемъ еще одну чер- 
ту; слБдовательно, обозначивъ черезъ М число воЪъхъ непрерыв- 
ныхъ лин, которыми очерчивается дерево, получимъ: 

№=\№,-+№.--№,--...+-М,—(-—1). 

Число №, №, ит. д. а слфдовательно. и самое число № 
можно выразить въ порядкЪ узаловъ или звЪздъ, т. е. соот- 
вфтетвенно количеству примыкающихь къ нимъ свобод- 
ныхъ вЪтвей или лучей. Самый простой узель есть тройной 
или третьяго порядка. Назовемъ вообще черезъ и, порядокъ 


какого нибудь узла, тогда 7% по меньшей мЪрЪ будетъ равно 8, 
т 7 р 

ачисао №, равно —, если, — четное, или, -- ], когда оно не- 

четное. Это значитъ, что наибольшее число лин, позволяю- 

щихъ очертить звЪзду, во всякомъ случаЪ не будетъ превы- 


п --1 
шать дроби жи . Это число и выражается символичесви 


обыкновенно такимъ образомъ: 
Е 
чт 


) 
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Сльдовательно, предъидущая формула можетъ быть напи- 
сана въ видъ: 


м Еее (р 1). 


Зная число и порядокъ узаовъ, развЪтваене всего дерева 
можно опредзлить сафдующимъ образомъ. 

Назовемъ черезь 7 число свободныхъ концовъ вфтвей и 
предположимъ, что дерево имфетъ узаы только третьяго по- 
рядка. Тогда. каково бы ни было ихъ число, мы получимъ 
формулу: | 

И=/—1. 

Эта формуза очевидна для звЪзды съ тремя лучами. Если 
мы присоединимъ узелъ третьяго порядка къ свободному кон- 
цу какой-нибудь вфтви, то она замфнится двумя другими, 
вольдетв!е чего получится одной вЪтвью больше. Вогда на 
вътви образуется новый узелъ третьято порядка присоедине- 
немъ къ ней другой вЪтви, то все разв5тваеше увеличится 
на одну непрерывную черту и на одинъ свободный конецъ. 
Въ томъ.и въ другомъ слбчаЪ, оба члена предъидущей фор- 
мулы увеличатся на единицу; слФдовательно, эта формула 
имфетъ общее значеше. 

Назовемъ вообще черезъ 2к число узаовъ порядка А; тогда 
для двухъ отдЪльныхъ узловъ четвертаго порядка (р’з и р" 
не связанныхъ вмфетЪ) будемъ имЪть: 

№М=И—1Ь— а, МИ 1 р. 

Въ самомъ дЪлв, соединяя два свободные луча пары звЪздъ 

четвертаго порядка, мы увидимъ, что общее количество не- 


прерывныхъ чертъ уменьшится на единицу и въ то же время 
исчезнуть два луча. Тогда получимъ: 


М-Е1=М-ЕМ, РИН, рери=ра; 


11. —ЛАБИРИНТЫ. 49 


сафдовательно, для развётваешя обоихъ узаовъ 4-го порядка 
у насъ получится: 
М—1—1—р.; 


Эта формула примзнима для развЪтваевия, составленнаго изъ 
какого угодно числа узловъ 4-го порядка. 

Точно также можно доказать, что и разв5тваеше, содер- 
жащее только узлы 5-го порядка въ количеств® р; выражается 
формулой: 

` №=/—1— 1. 


Въ боаъе общемъ видф, когда развЪтвлене заключаетъ 
въ себЪ только узаы порядка 2,, мы будемъ имЪть: 


М—=1—1—(— Юр» 


А когда оно содержитъ только узлы порядка 2,-- 1, то 
получается: 
№=1-1—(,—1) р 1 


Соединяя нфсколько развзтвлен двумя свободными Бон- 
цами, мы получимъ общую формулу: 


№=/—1 — (рр) 2(ре-Ер-)-— (8-Е) 4 (р-р) — ... 


Въ третьемь примЪчанши, помфщенномъ въ БонцЪ этой 
книги, мы укажемъ на сближене, которое можно установить 
между теомей геометрическихъ деревьевъ и задачей относи- 
тельно мостовъ и острововъ. 


ГЛАВА ГУ, 
ЗАДАЧА НА ВОСЕМЬ КОРОЛЕВЪ. 


(изъ шахматной игры) 


Что сказать о требовашяхъ игры? — Какъ 
ихъ опред®лить?—Нужно ли отличаться пре- 
дусмотрительноетью, остроумемъ, находчи- 
востью, чтобы играть въ ломберъ или въ 
шахматы? А если это необходимо, то почему же 
мы видимъ столько глупцовъ, въ совершен- 
ствз знающихъь эти игры и замвчательныхь 
гешевъ, никогда не приближавшихся въ этомъ 
отношении даже къ посредетвенности? 

(Га Вгцуёге.— Пез дидететаз). 

Если можно быть умнымъ человзкомъ и 
замфчательнымъ шахматнымъ игрокомъ, какъ 
Легаль, то не мне возможно также быть 
зам5чательнымъ шахматнымъ игрокомъ и глуп- 
цомъ, какъ Фуберъ иля Ме!о. 

(О14его{.—7е М№екеи 4е Ватеам). 


Г редлагается задача, —опредьлиить вс спосо- 
бы размищеня восьми королев, на обыкно- 
О) венной шахматной доскль, состоящей из 


одна королева не могла быть взята другой, 
т. в. разставить вё 9 кльтках5 шахмат- 
ной доски столько же королеве так, чтобы 
онъ не встрьчались по-парно ни на одной 
лин, параллельной краям доски или одной изз ся 9го- 
налей. 


: -=3==5>— 
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Историческя данныя. 


Только что приведенная задача была предложена въ пер- 
вый разъ Наукомъ знаменитому Гауссу, котораго нфмцы про- 
звали руйсерз тафетайсогит. По поводу ея между этимъ 
посаЪднимъ и астрономомъ Шумахеромъ завязалась переписка. 
Найдя сначала 72, а потомъ 76 рьшенйй, Гауссъ отыскаль ихъ 
наконець 92, что и было признано безусловно точнымъ чи- 
сломъ ршенй. Докторъ Гюнтеръ, членъ берлинскаго парла- 
мента, опубликоваль, нЪеколько лЪтъ тому назадъ, интерес- 
ную истор!ю этой знаменитой задачи ‘). ВыфетЪ съ тьмъ онъ 
указаль новый способъ изса$довашя рЬшеня этой задачи, 
введя услове, чтобы шахматная доска изъ 64-хъ каЪтовъ 
была замфнена квадратной доской съ какимъ угодно ихъ чи- 
сломъ, и самъ примфнилъ это услов!е къ рЪшеню задачи съ 
4—5 королевами на доскЪ изъ 16 и25 каБтокъ. Вром того, 
способъ Гюнтера былъ распространенъ профессоромъ Вем- 
бриджскаго университета Глешеромъ на задачи съ 6-ю и 7-ю 
королевами при квадратныхъ доскахъ въ 36 и 49 каЪтокъ 
и описанъ въ РАозорисай Мадагте”). 

Раньше о томъ же предметь писалъ Беллявитись, кото- 
рый тоже отыскаль 92 рьшения °). ВпослЪдетвш ту же зада- 
чу предложиль Люнне *). Въ 1867 году одинъ шахматный 
игрокъ, предполагавиий, что задача о восьми королевахъ до- 
пускаетъь лишь небольшое число рьшевй, заинтересоваль ею 
двоихъ инженеровъ—Пармантье и Ла-Ное. Найдя наугадъ н%- 


7) Атсмо аег Мафетайй ипа Ррузй, 4е @тапег т. БУГ, засть 3-я, 
стр. 291—292. Хи’ таййетаизсйеп Тйеотае 4ез Бспасйфтейз. рерая, 1874. 

?) Оп Ше ртоЫет ое ед диеетз. (Изваечене изъ «Ри0з0рисай Ма- 
дате, декабрь, 1814). 

3) да аеТзпию Уепею, т. УТ, стр. 134. Венещя, мартъ 1861. 

<) МоиьеЦез Апищез ае Майетайчиев, 2-е. 56ме, 6. Ш, р. 560. Рам, 
поуешьге 1869. у 
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сколько рьшенй, они начали систематически изсаЪдовать вее- 
‚возможные случаи этой задачи, не подозр® вая, что она давно 
уже изслдована и р5шена. Ниже мы опишемъ въ нЪсколь- 
кихЪ словахъ способъ Гюнтера, а также разсмотримъ подроб- 
нфе изслЪдоване этой задачи, сдзланное Ла-Ное и любезно 
сообщенное намъ генераломъ Пармантье на конгресс® фран- 
цузскаго общества преустьяня науке, въ Монпелье, въ ав- 
густ$ 1879 года. 


Способъ обозначеня и условия. 


Черными каЪтками мы обозначаемъ положене восьми коро- 
левъ на шахматной доскЪ, и даемъ на фигур% 18-й одно изъ р$- 


Положене Г. Положене П. 


ши м м 
м мм м 
|1 = 


Фиг. 13. Фиг- 14. 


шен!й задачи. Мы выражаемъ его восемью цыфрами— 68241753 
Первая изъ нихъ— 6 указываетъ высоту положення королевы 
въ первой колонЪ шахматной доски, слава; вторая цифра—8 
показываетъ положене королевы въ верху шахматной доски 
во второй колоннЪ ит. д. Впосафдетвш мы будемъ называть 
вертикальные ряды каЪтокъ колоннами, а горизонтальныя 
динмями. Первыя будемъ считать отъ 1 до 8 саЪва направо, 
а вторыя точно также отъ | до 8 снизу вверхъ. Такимъ обра- 
зомъ рёшеше задачи на фигурф 18-й можно бы написать въ 
саъдующемъ вид: 
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Зинтиит о, пазы 6 |8 | 2 


(8) Колонны. ..... АЕ а 

Но для краткости мы выразили это а. же цифръ 
68241753, находящихся въ первой строкЪ приведенной выше 
таблицы. 


—э=3=22е:— 


Смежныя рфшенй. 


На фигур 14-й представлено первое смежное ръшеше, 

полученное изъ того, которое выражено фигурой 18-й. Мы 
нашли его посредствомъ поворачиваня шахматной доски на 
четверть оборота, по направленю движен!я часовой стрфалки. 
Численное выражене этого рьшен!я получится, если въ верх- 
немъ ряду таблицы (В) расположить колонны таблицы (А) въ 
убывающемъ порядкЪ, и именно такъ: 
(В) до ЫНЫЕ зы м: а ы 
Колонны. .... 212161119 |218 |3] 5 | 
Краткое выражене втораго рЬшеня получится изъ ниж- 
няго ряда таблицы (В) и будеть 26174835. 

Фигуры 15-я и 16-я представаяютъ второе и третье смеж- 


Фиг. 15. Фиг. 16. 


ныя рёшеня, получаемыя изъ фигуры 18-й, дая чего долж- 
но снова повернуть шахматную доску сначала на одну, а ло- 
томъ на другую четверть полнатго оборота въ опредфленномъ 
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направаени. Численное выражеше разультата р шеня задачи, 
представленное на фигурЪ 15-й, можно вывести изъ поло- 
женя втораго, а четвертое положене, въ свою очередь, изъ 
третьяго— тВмъ же способомъ, который мы примфнили въ пер- 
вомъ случаЪ. Но третье положеше изъ перваго и четвертое 
изъ втораго легко получить еще и другимъ способомъ. Рё ше- 
ня, представленныя ва фигурахъ 18-й и -- й, выражены 
числами: 
68241753 и 26174835. 
Капишемъ цифры обоихъ этихъ рядовъ въ обратномъ по- 
рядЕЪ: З 
35714286 и 53847162. 
Важдую изъ нихъ вычитаемъ изъ 9, послф чего получится 
64285713 и 46152837, 
числовое выражение фигуръ 15-й и 16-й. 


Неправильныя и полуправильныя р$шени. 


Итакъ всякое вообще р шенте задачи о королевахъ на квад- 


и ш_ 
_ М | 
7 и. 


Фиг, 11. Фиг, 18. 


ратной шахматной доскЪ даетъ четыре смежных р®шеня. 
Мы сказали, что это имфетъ мЬсто въ общемьъ случаз, но саЪ- 
дуетъ замЪтить. что это рьшеше неправильное. 

На фигур 17-й мы приводимъ рёшене задачи 0 восьми 
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воролевахъ олуправильное, которое допускаетъ только одно 
смежное рёшеше. И дЬйствительно, если повернуть доску на 
полъ-оборота, то получится то же самое разм щеше королевъ, 
какъ и при первомъ положени доски. Рядъ цифръ 46827135, 
представляющий это рёшеше, отличается такимъ свойствомъ, 
что сумма каждаго изъ входящихь въ него элементовъ съ 
элементами того же рёшеня, но взятыми въ обратномъ поряд- 
вЪ, дастъ 99999999. 


—эа2е=— 


Правильныя р5шенй. 


Можетъ случиться, хотя и не на шахматной доскЪ съ 64 
клътками, что какое нибудь р5шене задачи о королевахъ, при 
поворот$ доски на одну или нЪсколько четвертей, не дастъ 
тъхь смежныхъ рфшенй, о которыхъ мы говорили раньше. 
Прежде всего замЪтимъ, что принятое нами обозначене при- 
мЪнимо ко всякой шахматной доскЪ при томъ услови, чтобы 
каждая цифра его не превышала количества клЪтокъ, распо- 
ложенныхъ вдоль края доски. Нетрудно убздиться, что рфше- 
ше, о которомъ идетъ рчь и которое мы называемымъ ира- 
вильныме, представляется въ одномъ и томъ же видЪ, съ какой 
бы стороны мы не смотрзали на шахматную доску; но это 
встр$ёчается лишь въ томъ случаЪ, когда число боковыхъ ка$- 
токъ— кратное оть 4, т. е. равно 4, 8, 12, 16 (хотя такое 
расположеше королевъ и не имЪетъ м$ста въ шахматной до- 
скЪ съ 64 клЪтками) или когда число каЪтокъ кратное отъ 4, 
увеличенныхъ на единицу. 

Таковы наприм$ръ ршешя: 2413— для доски съ 16-ю 
клтками и 25314 для доски съ 25-ю каЪтками. Полуправиль- 
ныя ршевя мы будемъ отмфчать одной звЪздочкой, а пра- 
вильныя двумя: напримЪръ: 

46827135*, 2413”, 25314”. 
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Перевернутыя рЪшенй. 


Возьмемъ какое нибудь изъ найденныхъ уже рьшен!й задачи 
о королевахъ и измфнимъ на рисункЪ порядокъ лин! или ко- 
лоннъ,— другими словами, напишемъ въ обратномъ порядЕЪ чи- 
сленное выражене результата рЬшеня задачи; тогда у насъ 
получится иеревернутое ръшене, отличающееся, какъ это 
легко доказать, оть какого либо изъ смежныхъ. Геометриче- 
ски получить его очень легко. достаточно лишь взглянуть на 
шахматную доску въ зеркало или перевернуть ее. Изъ раз- 
смотрфн!я смежныхъ и перевернутыхъ рфшенй, очевидно- 
слБдуеть: 

1) Что каждое неправильное рьшене даетъ четыре смеж- 
ныхъ и четыре перевернутыхъ. —въ общей сложности восемь 
ршенй. 

2) Каждое полуправильное простое р шеше даетъ два смеж- 
ныхъ и два перевернутыхъ, — всего четыре. 

3) Важдое правильное простое рёшене даетъ только одно 
перевернутое, т. е. въ общемъ итогЪ 064. 

Впрочемъ изъ этой классификащи слФдуетъь исключить 
единственное рёшене задачи о королевахъ, когда шахматная 
доска состоитъ изъ одной только каФтки. 


Туры или башни. 


Ходы королевы въ шахматной игрЪ, какъ извзстно, 6о- 
стоятъ изъ 2209065 туры п офицера. Въ самомъ ДЪлЪ, если 
бы мы поставили на шахматной доскЪ только одну туру, то 
перемвщеше ея возможно на какую угодно калЪтку, располо- 
женную въ одномъ и томъ же ряду, или колоннЪ. паралаель- 
нымъ краю доски; подобнымъ же образомъ перем щене офице- 
ра возможно лишь по линямъ, параллельнымъ ея д1агоналямъ. 
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Отсюда, очевидно, слфдуетъ, что рьшене задачи о восьми ко-- 
ролевахъ должно искать между рьшешями задачь о 60сьми 
турахь или восьми офицераже, при услови размфетить 
эти фигуры тавъ, чтобы онЪ не могли взять одна другую. 
Рьшене задачи о восьми турахъ на обыкновенной шахмат- 
ной досЕЪ или о 9, 10, 1] ит. д. турахъ на доскахъ въ 
В1, 100. 121 ит. д. клбтокъ хорошо извзетно въ формЪ 
чисто ариеметической. Для этого достаточно взять обыкновен- 
ную шахматную доску и, пользуясь цифровымъ обозначетемъ, 
принятымъ въ задачЪ о королевахъ. составить изъ восьми 
первыхъ чиселъ всевозможныя перестановки. 


Прямолинейныя перестановки, 


Для шахматной доски изъ двухъ влЪтокъ въ рядъ съ каж- 
Дой стороны ‘мы получимъ два ршеня: 


12 и 21. 


Для доски изъ трехъ кафтокъ достаточно поставить циф- 
ру 3 впереди или позади одной изъ цифръ двухъ предъиду- 
щихъ комбинаций; тогда будемъ имЪть шесть ршенйй: 


312, 132, 123 и 321, 231, 213. 


Точно также для доски изъ четырехъ каЪтокъ въ рядъ 
нужно поставить 4 на всевозможныхъ мЪетахъ только что по: 
лученныхъ комбинащй изъ цифръ 1,2,3, причемъ каждая 
комбинащя дастъ четыре перестановки, что въ цфломъ соста- 
вить двадцить четыре рьшеня задачи о четырехъ турахъ 
на доск® изъ 16 каЪтокъ. 

Далфе, чтобы узнать число рьшешй задачи о пяти ту- 
рахъ, на доскЪ изъ двадцати пяти клЪтовъ, нужно помно- 
жить на 5 число рьшенй предъидущей задачи и т. д. Тавъ 
что, напр., число ршевй задачи о восьми турахъ, на обык- 
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новенной доскЪ, равняется произведеню восьми первыхъ чи- 
сеаъ 
1х2х3х4х5х6х7х8=40320, 


а на шашешниц$ изъ 100 каЪтокъ число отдфльныхь рьше- 
НЙ задачи о десяти турахъ равняется 3628800. 


Анаграмма Паскаля. 


Вогда перестановка буквъ въ одномъ слов» или въ цЪлой 
фразЪ даетъ новое слово или новую фразу, то ее называютъ 
анаграммой, какъ напримфръ слова: нива—вина— иван, 
составленныя изъ однихъ и тёхъ же буквъ, разм щенныхъ 
вЪ различномъ порядЕЪ. Изъ французекихъ анаграммъ, н$- 
воторыя пр!обрфли большую извфетность, напримфръ, выра- 
жен!е—1гёге Ладие` С16 тети (братъ Яковъ Клеманъ) превра- 
щается при соотв тетвующей перестановкЪ буквъ въ другое— 
с’езр Гешег ий т’а стёб (меня создалъ адъ); В6уойоп 
гапсалзе (французская револющя)—въ фразу Оп уею согзе 
1а Ишта (корсиванское уе ее погубитъ); но самая интерес- 
ная изъ всфхъ,анаграммъ дана Паскалемъ. Разгадка ея, най- 
денная лишь недавно, стоила ученымъ немало времени и тру- 
да. Въ его Реизёез мы находимъь сафдующее мЪсто: «Стиль 
Эпиктета, Монтеня и Соломона де Тюльти самый употре- 
бительный, самый простой, всего лучше запоминаемый и всего 
чаще цитируемый, потому что имъ выражаются мысли, ка- 
сающяся обычныхъ явленй жизни» °). 

Воментаторъ сочинен!й Паскаля прибавляеть въ прим$- 
чани: «Соломонъ де Тюльти— лицо вымышаенное, это очевид- 
но придуманный Паскалемъ исевдонимъ». Но, измфнивъ по- 
рядокъ буквъ въ словахъ баотоп 4е Тшие, мы найдемъ 


*) Разса], Оеиттез сотр е$, +. 1, р. 288, вот Насвеце, 1864. 
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Гоил5 Че Мотайе, тотъь самый ипсевдонимъ, которымъ изо- 


брфтатель теор комбинащй подписываль свои ‹Гейтез Рто- 


ушааез». 
—<=5ыд>— 


Офицеры. 


Задача объ офицерахъ представляетъ гораздо большее чи- 
сло рёшевй и несравненно труднфе предъидущихъ. ДЪйстви- 
тельно, на шахматной доскЪ размьщаются не только 8, а да- 
же 14 офицеровъ при томъ условш, чтобы они не могли взять 
одинъ другаго, наприм$ръ 8— въ 1-й колоннф и б— въ по- 
сад, т. е. за исключешемъ двухъ крайнихъ каЪтокъ. По- 
этому мы возвратимся въ различнымъ р5шенямъ задачи о ту- 
рахъ и воспользуемся изъ нихъ тфми. которыя относятся къ 
задачь о королевахъ. 

Съ ариеметической точки зря задача о восьми турахъ 
заключается, какъ мы видфли, въ составлени всевозможныхь 
перестановокъ изъ 8 первыхъ цифръ. Задача же о королевахъ 
сводится къ выбору изъ этихъ перестановокъ тЪхъ, въ кото- 
рыхъ абсолютная разность какихъ нибудь двухъ цифръ не 
равняется разности порядковъ, занимаемыхъ ими мЪстъ. 

Это новое услове, очевидно, соотвфтствуетъь совмЪет- 
нымъ ходамъ офицера и туры, изъ которыхъ составаяются 
ходы воролевы. 

СлЪдовательно, рьшить задачу о восьми королевахъ— зна- 
читъ найдти всЪ комбинации изъ восьми цифръ. въ которыхъ 
разность между какими нибудь двумя элементами равна раз- 
ности между порядками занимаемыхъ ими мЪетъ. Въ такомъ 


видь предложить н®когда эту задачу Шоне въ №оисеЙез Ая- 
пайез 4ез Майетайдиез. 


—<=5=>— 


Способъ Гюнтера. 


Этотъ способъ, въ сущности, мало отличается отъ арие- 
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метическаго, о которомъ только что было говорено. Мы объяс- 
нимъ его на шахматной досвЪ изъ 25 кафтокъ, предлагаемой 
нами здЪеь въ такомъ видъ: 


| И о Г. 
6. ` аз 1 5 в 


| 
| 
| о АЕ | 
| 
‚ Важдая клЪтка представлена здфеь элементома, состоя- 
щим изъ буквы и указателя. Элементы съ одинаковыми бук- 
‘вами разм5щены параллельно какой-нибудь д1агонали доски 
и соотвфтетвуютъ одному изъ направлен! хода офицера. Эле- 
менты, имфюние одинаковыхъ показателей, расположены па: 
раллельно другой дюганали и соотвЪтетвуютъ направаеню 
хода другаго офицера. Предположимъ теперь, что мы напи- 
сали въ какомъ нибудъ порядЕЪ всЪ комбинащи изъ пяти эле- 
ментовъ, но такимъ образомъ, чтобы онЪ не заключали въ себЪ 
двухъ элементовъ, принадлежащихъ одной и той же лиши или 
одной и той же колоннЪ, и мы получимъ тогда вс 120 рфше- 
ний задачи о пяти турахъ. Теперь исключимь изъ нихъ т%, 
ВЪ которыхъ два элемента содержатъ одинаковую букву или 
одинаковый указатель, и тогда останутся только комбинащи, 
соотвфтетвующия задачь о пяти королевахъ. 

Нътъ никакой необходимости выписывать вс р шеншя за- 
дачи о пяти турахъ, составленныя при помощи р5 шений задачи о 
четырехъ турахъ, какъ мы это объяснили раньше. Примфне- 
ше способа Гюнтера можно значительно упростить, пользуясь 
теорёей детерминантов. Однако, не смотря на все искусство, 
выказанное Гюнтеромъ и Глешеромъ въ этомъ вопрос, за- 
дача о девяти или десяти королевахъ на доскЪ изъ 81 или 
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100 клЪтокъ оказывается почти неразрфшимой посредствомъ 
этого способа. 


Способъ Ла-Ное. 


Этотъ способъ состоить въ раздваеши шахматной доски 
на концентрическя полосы или квадраты. Первый изъ нихъ 
составляеть внутренй хвадрат» въ четыре катки, одну 
изъ которыхъ мы называемъ 4; вторая полоса образуется 


Мс м 
ы ип. 
ЕЕ 


7 


двфнадцатью каЪтками, окружающими первый квадратъ; 
третья состоить изъ двадцати каЪтокъ, окружающихъ вто- 
рую полосу; четвертая— изъ 28 кафтокъ, расположенныхъ 
вокругъ третьей и т. д. для шахматной доски какой угодно 
величины, съ тБмъ лишь условемъ, чтобы въ ней было чет- 
ное число каЪтокъ сь каждой стороны. Въ такой шахматной 
ДоскЪ каждая новая полоса увеличивается на восемь каЪтокЪ, 
сравнительно съ предъидущей. 

Въ досЕВ же съ нечетныме илё числомь первая полоса 
будетъ состоять изъ одного квадрата, вторая изъ восьми, а 
савдующия изъ 16, 24, 32 ит. д. квадратовъ. 
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Начнемъ съ первой полосы и поставимъ королеву въ 4. 
Мы замфчаемъ, что отсюда эта королева господетвуеть надъ 
двадцати восьмью кл$тками шахматной доски, то есть можеть 
занимать любую изъ нихъ сообразно съ правилами своихъ хо- 
довъ. Во второй полос королева господствуеть надъ 26-ю 
клЬтками, въ третьей— надъ 24-мя, въ четвертой надъ 22-мя. 
Теперь постараемся размЪстить на второй полосВ, различными 
способами, наибольшее число королевъ. Очевидно, что здесь 
можно поставить только двухъ королевь или въ рис, или 
въ В'ис, причемъ пока нфтъ никакой нужды заботиться о 
симметрическомъ расположени. Ограничиваясь шахматной 
доской въ 16 клЪтокъ, мы увидимъ, что первое размвщене 
аь будетъ 0241, обратное же вму— 1420, а повернувши до- 
ску на три четверти оборота, получимъ 4208 т. е. то же 
самое, что и ’ас'. 

Соображаясь съ расположешемь абс, нужно теперь по- 
ставить наибольшее число королевъ въ третьей полосЪ, напр., 
въ 4 ис. Тогда останется размфстить трехъ королевъ въ на- 
ружной полосв. Но легко видЪть, что это невозможно; слдо- 
вательно, разм щешями королевъ въ афс4е рьшеше задачи не- 
достигнуто. ПослЪ этого мы попробуемъ оставить на третьей 
1010сЪ одну королеву или въ 4, или въ е, и найдемъ, что и 
этоть пр1емъ также не ведетъь къ рфшеню. Вообще, пяти ко- 
ролевъ на одной полосф размЪстить нельзя. Сл$довательно, 
первоначальное распредвлене въ абс не приводить въ желае- 
мому результату. 

Оставивъ королеву а, а также 6 или с на прежнихъ каЪт- 
кахъ, попробуемъ размфотить шесть прочихъ королевъ на 
двухъ послднихь полосахъ, но и тогда не получится ника- 
кого рБшешя, изъ чего мы заключаемъ, что двЪ первыхъ по- 
лосы не могутъь быть одновременно занимаемы королевами. 
Это свойство Пармантье замЪтиль на шахматныхь доскахъ 
разной величины, даже на доскахъ въ 64 клфтки, но относи- 
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тельно доски во 100 клЪтокъ подобной особенности не суще- 
ствуетъ. 

Оставимъ опять королеву @ и постараемся размфотить 
наибольшее число королевъ на третьей полос, гдЪ ихъ мож- 
но поставить три; потомъ, исключивъ смежныя и переверну- 
тыя рЬшешя, помфстимъ четырехъ королевъ на четвертой 
полосЪ, причемъ у васъ получатся четыре простыхъ непра- 
вильныхъ р5шеня: 

35841726, 46152837, 48157263, 42751863. 
соотвЪтотвующихъ 1ту 1034. Цифры этого типа представ- 
ляють въ послдовательномъ порядкЪ число королевъ, пом%- 
щенныхъ въ каждой полосЪ. Снявъ королеву а, помфщаемъ 
на второй полосЪ сначала трехъ, потомъ двухъ и, наконецъ, 
одну королеву, тогда найдемъ слЪдующия простыя неправиль- 
ныя рёшеня: 


ТАБА ВО, оз рее. НА ЗЫ: 
57263148, 16837425,.... — 0233 
61528374, 57263184, 51468273. — 0224 
ВАО 6 О 2. сое — 0134 


Наконецъ, если на двухъ первыхъ полосахъ не ста- 
вить ни одной королевы, то получится полуправильноее рф ше- 
ще, представленное на фигурЪ 6-й и принадлежащее къ типу 
0044. Такимъ образомъ, въ общей сложности, задача о вось- 
ми королевахъ представляетъ двънадцазть простыхъ рьшешй, 
изъ которыхъ одинадцать неправильныхъ и одно—полупра- 
вильное; всего же-—двяносто два отдЪльныхъ рёшения. 

Въ заключеше этого способа, мы приводимъ таблицу двз- 
надцати простыхъ р5шевй въ посл$довательномъ порядЕЪ. 
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Таблица простыхъ р5шенй задачи о восьми королевахъ. 


Е | Р»шевя. Тины. ты Ръшевя. Типы. 
| | 

1 | 7263485 034 | 7 16837425 — 0233 
2 | 61528374’ 0224 8$ | 57263184 0224 
3 58417263 0134 9 | 48157263 1034 | 
4 35841726 1034 10 151468273! 0224 
5 | 46152837 | 1034 | 11 | 42751863 1034 
6 57263148 | 0233 | 12 35281746* 0044 


Мнемоническй способъ. 


Первое рьшен!е, изъ котораго правильно выводятся шесть 
послвдующихъ, можно удержать въ памяти при помощи такой 
мнемонической фразы: 
с’езё (ее 1 1  уещх де Ви  саагеии. 

5ерё 4еиф ях 105 ип дите И стд. 
быв (два) (шесть) (три) (одинъ) (четыре) (восемь) (пять). 

Отсюда уже можно вывести второе и третье р шеня, пом щая 
семь королевъ на одинъ рядъ ниже и перенося на верхъ доски 
восьмую, которая стояла на первой линш; рьшенше 4, Биб 
получаются изъ 3, 2и 1 перемфщенемъ королевъ на одну 
клтку вправо и перестановкой въ первую колонну тъхъ, кото- 
рыя стояли въ восьмой. Наконецъ, седьмое рф шене выводится 
изъ шестаго, если всфхъ королевъ перенести на одинъ рядъ 
вверхъ и на одну колонну вправо. 

Можно употребить еще сл5дующи премъ: предположимъ, 
что шахматная доска окружена восемью другими, которыя мы 
наложимъ, потомъ, на первую съ помъщенными на нихъ коро- 
левами. Фигура 20-я представаяетъ два ряда 409065 конем, 
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причемъ за исходную точку, обозначенную буквою А, при- 
нята одна изъ номерованныхъ кафтокъ фигуры 21. Номера 
1, 2. 8. 4,5, 6, 1 даютъ семь первыхъ рфшенй, а номера 
1,9%, 8,4, 5, 6’, Т— перевервутыя рёшеня. 

Для пяти остальныхъ поступаютъ сафдующимъ образомъ: 
Восьмое р5шеше получаютъ изъ шестаго, посредствомъ пере- 
мъны мЪста двухъ посл5днихъ королевъ такъ. чтобы стояв- 
шая въ четвертомъ ряду заняла мфето въ восьмомъ, а стояв- 


Фиг. 20. Фиг. 21. 
шая въ восьмомъ перешла въ четвертый рядъ одной и той 
же колонны. 

Девятое рёшене можно получить изъ восьмаго, если пе- 
редвинуть всЪхъ королевъ черезъ двЪ катки вираво и по- 
томъ королеву первой колонны перемъетить въ тотъ рядъ, гдЪ 
находится королева третьей колонны, а эту послфднюю туда, 
гдЪ стояла первая, — не мЪняя колоннъ. 

Десятое рьшеюе выводится изъ девятаго, если подвивуть 
на одну клЬтку кверху всфхъ королевъ, стоящихъь выше 
третьяго ряда, и затВмъ переместить королеву третьей колон- 
ны изъ первой клЪтки въ четвертую. 

Одиннадцатое рьшене можно также получить изъ девятаго, 
оставивъ на своихъ мфетахъ королевъ, занимающихъ четыре 
среднихъ ряда и перемвстивъ четырехъ прочихъ королевъ сим- 
метрически по отношеню къ четвертой вертикальной колоннв. 


о 
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Что же касается двфнадцатаго р шения, то оно симметрич- 
но и выводится легко. 


—=—==- 


Случай съ меньшимъ числомъ королевъ. 


Примфняя предыдущий способъ къ шахматнымъ доскамъ 
съ числомъ ка$токъ, меньшимъ 64-хъ, Пармантье получиль 
результаты, выраженные въ слфдующей таблицЪ. 

Таблица простыхъ р5шевй задачи съ четырьмя, пятью, 
шестью и семью королевами: 


| | 
| т. М. Сумма. | Типъ. | Рьшешя. 
4 16 | а 04 | 2413*" 
5 25 10 104 25314°” 
023 | 53142 
6 36 4 024 | 246135° 
7 49 40 0124 ' 6357142 
Е и: 1024 5724613* 
› 3724615" 
024 4613572 
0133 | 1357246 
› | 3572461 


ЗдЪеь въ столбцф и показано число клфтокъ с'ь каждой 
стороны доски, а въ столбць М№— общее количество возхъ ея 
каЪТокъ; слЪдовательно, №=и?. 

Въ третьемъ столбцЪ помфщена сумма всфхъ различныхъ 
между собою рёшенй, въ четвертомъ— ихъ типы, а въ пятомъ— 
цифровое выражен!е простыхъ ршешй. Для шахтатныхъ до- 
сокъ съ четырьмя и деватью каБтками нЪтъ ни одного р%- 
шеня. 

Такимъ образомъ здЪсь собраны вс рЬшешя, найденныя 
съ одной стороны Гюнтеромъ и Глешеромъ, а съ другой — Бел- 
лЯвитисомЪ ВЪ его Ваза Ч4её (богпай (стр. Зи 9). 


— 0-0 
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° 92 положеня восьми королевъ. 


Въ приводимой ниже таблицф пояфщены всЪ 92 возмож- 
ныхъ рфшеня задачи о восьми воролевахъ. Таблица эта, какъ 
мы уже сказали выше, должна представлять совокупность 
всЪхъ комбинаций, составленныхъ изъ различныхъ цифръ отъ 
] до 8 такимъ образомъ, что разность между двумя изъ нихъ 
кикогда не равняется разности порядковъ, занимаемых ими 
мъетЪъ. это точная кошя съ таблицы, составленной Пар- 
мантье въ 1867 г. въ КонстантинЪ и содержитъ въ себЪ: 

4 рьшеня, начннающихея или оканчивающищея цихрами 1 или 8 


$ > » > > > ау! 
16 > > > > > 3», 6 
1 8 р > у у у 3 ь 5 


Сумма цифръ въ каждой изъ восьми колоннъ салфдующей 
таблицы равняется 414 или 13Ж23, такъ вакъ каждая содер- 
жить въ себЪ столько же единицъ. сколько восьмерокъ, 
двоекъ и семерокъ, троекъ и шестерокъ, четверокъ и пяте- 
рокъ. Это послЪднее замфчаше можетъ служить для провфрки 
таблицы. 


5* 


г 
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Таблица 92 р5шенй задачи о восьми королевахъ. 


1683 7425 | 25 3682 41175. 48 5184 2736 | 71 | 6357 1428 


1586 3724 | 24 м 5724 | 47 | 5146 8273 | 70 | 6318 5247 
1746 8253 “26 Е 5146 | 49 | 5186 3724 | 72 | 6358 1427 
| 
| 


1758 2463 | 27 | 3728 6415 а 5246 8317 | 73 | 6372 4815 


2468 3175 | 28 | 3847 1625 | 51| 5247 3861 | 74 | 6372 8514 
2571 3864] 29 | 415$ 2736 | 52 | 5261. 7483 | 75 | 6374 1825 
2574 18631! 30 | 4158 6372 | 53 | 5281 4736 | 76 | 6415 8273 


2617 4835 | 31 | 4258 6137 54 | 5316 8247 | 77 | 6428 5713 
2683 1475 | 32 1 4273 6815 | 55 | 5317 2864 | 18 | 6471 3528 
10| 2736 8514 | 33 | &273 6851 | 56 | 5384 7162 | 79 | 6471 8253 
11| 2758 1463 | 34 | 4275 1863 | 57 | 5713 8642 | 80 | 6824 1753 
12| 2861 3574 | 35 | 4285 7136 | 58 | 5714 2863 | 81 | 7138 6425 
13 | 3175 8246 | 36 1285 1357 59 | 5724 8136 | 82 | 7241 8536 
14 | 3528 1746 | 37 4615 2837 | 60 | 5726 3148 | 83 | 7263 1485 
15| 3528 6471 | 38 | 4682 7135 | 61 | 5726 3184 | 84 | 7316 8524 
16| 3571 4286 | 39 | 4683 1752 62 | 5741 3862 | 85 | 7382 5164 
17 | 3584 1726 | 40 | 4718 5263 | 63 | 5841 3627 | 86 | 7425 8136 
18| 3625 8174 | 41 | 4738 2516 64 | 5841 7263 | 87 | 7428 6135 
19| 3627 1485 42 4752 6138 65 | 6152 8374 | 88 | 7531 6821 
20| 3627 5184 143 | 4753 1682 | 66 | 6271 3584 | 89 | 8241 7536 
21| 3641 8572 и 4813 6275 | 67 | 6271 4853 | 90 | 8253 1746 
22| 3642 8571 4815 7263 | 68 | 6317 5824 | 91 | 8316 2574 
3681 4752 | Не | 4853 1726 | 69 | 6318 4275 | 92 | 8413 6275 


—: 


2 
и 


—>0-00-.— 


Способъ Лакьера. 


Въ предъидущей таблиц вс рЬшеня расположены въ чи- 
словомъь порядк®, но ее можно составить также системати- 
чески, весьма простымъ способомъ, который придумаль Ла- 
кьеръ, бывший воспитанникъ политехнической школы Для это- 
го поставимъ сначала одну королеву въ самой нижней клЪтк® 
первой колонны слфва, затЪмъ вторую королеву — во второй 
колонн, по возможности близко къ первой королев® ит. д., 
стараясь помфщать всегда сабдующую королеву въ новой ко- 
лоннф справа, кавъ можно ниже, сообразно съ условями за- 
дачи, т. е. принимая въ разчетъ положене королевъ, уже сто- 
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ящихъ на лфвой сторонЪ. Вогда же, наконець, достигнемъ 

того, что, въ колоннЪ уже не можетъ быть поставлена коро- 
лева, то воъхъ королевъ лЪвой стороны слБдуетъ подвинуть 
на одну двз, три ит. д. каЪтокъ вверхъ, а на право отъ нихъ 
разметить остальныхъ королевъ, согласно съ условемъ за- 
дачи. При этомъ каждое найденное рьшене записываютъ всег- 
да сообразно принятому обозначеню, послЪ чего вс онЪ раз- 
мъотятся въ систематическомъ порядкЪ. Полученную такимъ 
образомъ таблицу можно провЪрить, соединивъ въ одну груп- 
пу всЪ рЬшенш, выводимыя изъ каждаго основнаго посред-. 
ствомъ поворота или опрокидывания доски, какъ мы это уже 
объясняли, говоря о смежныхъ и перевернутыхъ р5шеняхъ. 
При помощи такого способа одинъ ребенокъ подъ руковод- 
ствомъ Лакьера въ нФоколько часовъ составилъ таблицу 92 
рёшенй на шахматной доскЪ изъ 64 кафтовъ. Въ этой легко 
пров$ряемой таблиць было только три ошибки, одна вса$д- 
сти недосмотра и двЪ всафдотые неправильности р5ше- 
ня *). 


===> 


Другое выраженге задачи о королевахъ. 


Помощью приложенной таблицы легко найдти р5шене за- 
дачи о восьми королевахъ, выраженное въ такомъ видЪ: 


*) Примъняя къ своему методу теор1ю вфроятностей, Лакьеръ получалъ 
слвдующ результатъ. Пусть № будетъ число ршев! и =—взроятность ошиб- 
ки въ одномъ изъ нихъ; тогда взроятность замфтить ошибку, послЪ сравне- 
в1я восьми таблицъ, составленныхъ изъ смежныхъ и перевернутыхъ ршевй 
первой таблицы получится изъ хормулы: 

Р—. и } 
им... и— / 
но №=96, такъ-какъ принято, что одно полуправильное рьшене даетъ 8; за- 


тВмъ, въ сдфланномъь опытв ель ребенкомъ _; слЪдоватезьно, 


== 98) 
38 1 

> —|—-—-|-|- 

1 96.95.94... 89' пР 33 -000.000.000` 
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Помьстивё одну королеву на какой нибудь изё шести- 
десяти четырех клюток обыкновенной шахматной доски, 
опредълиить вс способы расположенщя семи остальныхь 
королев такз, чтобы ни одна изг нихё не могла быть 
взята другой. 

Прежде всего слфдуетъ замфтить, что для полнаго рёше- 
ня этой новой задачи нЪтъ никакой необходимости разсма- 
тривать вс кафтки, на которыя можно поставить первую ко- 
ролеву, но достаточно сдфлать это только относительно нуме- 
рованныхъ кафтокъ фигуры 22-й, занимающихъ немного 6о- 


44 
| | у 
33-43 
22 | 32 42 
ы 
91 9 | 44 


Фиг. 22. 


1Ъе восьмой части шахматной доски. Ршешя, соотвЪтетвую- 
щия остальнымъ клЬткамъ, можно вывести по способу симме- 
три, сообразно четыремъ осямъ симметрш шахматной доски. 

Для получешя рёшенй, обусловливаемыхъ начальной 
кабткой № 11, достаточно взять изъ полной таблицы 99-хъ 
рьшешй всЪ т, первая цифра которыхъ слфва— единица. 
Для получешя рёшенй, вытекающихъ изъ ваЪтки № 92, по- 
служатъ т, вторая цифра которыхъ— 064, а чтобы полу- 
чить рЬшеня, соотвфтетвующия клткЪ №43. сл5дуетъ взять 
изъ таблицы всё числа, четвертая цифра которыхъ — три 
и такъ далъе. 

Приводимая ниже таблица разджляется на три колонны: 
первая указываетъ номеръ основной ка$тки, вторая — число 
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возможныхъ для этой каБтки рёшенй, а третья — ихъ нумера 
въ таблицф, помфщенной на стр. 28. 


|5 

Е Номерацтя. 

я |” 

11 4 1,2,3.4. 

21 8 13,29,30, 47 ‚48,49,65,81. 

31 | 16 18,37,40,4 4.45 .В4, 65. 57, 58,68,69,70,76,84,91,92. 


41 | 18 66, 12) 16, о ‚23, 24. 52 53,62,63,64,66,67,78,79,82,88,89. 
22 | 16 31,32, 33, 31 ‚35, 36, 50 ‚51 ,53, 53, 66,67 ‚82, 83, 89, 90. 

32 | 14 |14,15, 18) 19 ‚20, 26,27, '59, 60, ‚61, ‚77, ‚80, ‚36, ,87, 

42 8 122, 25, ‚38, 42, `65, .78, 74.85, 


3 ‚51,55. 
43 | 12 И: 33,39,43,44,46,57,83,90,92. 
4 8 |7,17,48,56, ‚58, 59, 15, 80. 


Разсематривая таблицу, мы видимъ, что наименьшее 
Ч1с20 рёшешй этого рода задачъ равно 4, а наибольшее — 18, 
что справедливо вообще относильно всЪхъ кафтокъ шахмат- 
ной доски, принимаемыхъ за основныя. 


Рез4егайии. 


Мы изложили почти все, что отяосится къ задач о коро- 
левахъ. Но если шахматная доска состоитъ изъ девяти или 
десяти кафтокъ съ каждой стороны, то задача на столь- 
ко усложняется, что опредфаеве общаго числа ея рфшенй, 
становится невозможнымь. Впрочемъ, всетаки не безъинте- 
ресно будетъь попытатся опредфлить число рьшенй для до- 
сокъ съ 81, 100, 121] и 144-мя каЪтками. Изучене таб- 
лицы числа р5шен!й задачи для всЪхъ шахматныхь досокъ, 
начиная съ 2-хъ и оканчивая 12-ю каЪтками съ каждой сто- 
роны, могло бы, пожалуй, привести или къ другимъ спосо- 
бамъ изслфдованя, или къ опредзленю новыхъ свойствъ ц$- 
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лыхъ чиселъ. Но громадное затруднеше состоитъ здЪеь въ 
томъ, что число перестановокъ изъ я элементовъ значитель- 
но увеличивается вмЪетЪ съ возрасташемъь ю и что, волЪд- 
стве этого, количество камбинащй, несоотвЪтствующихъ за- 
дачв съ и королевами, растетъ чрезвычайно быстро. 

Для шахматной доски изъ одиннадцати каЪтокъ съ каж- 
дой стороны, можно отыскать непосредственно нЪеколько про- 
стыхъ рьшевй, которыя выводятся изъ разсмотрьшя ариеме- 
тической прогрессш. Обозначимъ число 10 черезь а, 11 — 
черезъ 6 и составимъ приводимыя ниже арифметическя про- 
гресс1и, замфняя въ нихъ всЪ члены выше 11-ти разностью 
между ними и этимъ послЬднимъ. 


Прогресс 1, 3, 5, 7. 9, 6, 9, 4, 6, 8, а, знаменатель 9: 
‚161. 425853,6% › 8 
С 1, 5, 9, 2 я, 6, а, 3, 1, 6, 4, 8, й 4; 
$ 1, 6, 6, 5, а, 4, 9, 3, 8, 2, 1, х 5; 
> н. 1 и 8, 3, 9, 4, а, 5, Ь, 6, > 6; 
ы ы 8, 4, Ь, у 5. а, 0. 2, 9) 5, 7 ре 
› 1.9.6.3, 5.20 › 8: 
1, а, 8. 6, 4, 2, Ь, 9, & 5, 5, ? 9. 


Вс эти рьшеня относятся къ задач объ одиннадцати 
королевахъ; на шахматной доскЪ онЪ наглядно представляютъ 
то, что въ ткацкомъ искусствЪ называется движешемь 
основ при ткань гладкаго сатина на одинадцити беу- 
9445. 

Общая теор1я такого тканья изложена нами въ статьЪ: 
Ринпери роп4атетай 4еЙа деотейча 4е еззий '). 


*) Г’Тодедпема Олейе в 1е Атн Тпаизичай. Аппо УТ, #азс. 7° е4 8°. Том- 
по 1880. 
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Ариеметическя теоремы. 


Возмемъ ариеметическую прогресею, знаменатель кото- 
рой равенъ »: 


—а, а", а", а 3г, ... 


кели разсмотримъ остатки дфленя каждаго изъ ея членовъ 
на число р, то увидимъ. что всЪхъ различныхъ остатковъ не 
можетъ быть болфе р и что они вообще повторяются пер!оди- 
чески. Для того чтобы всЪ остатки были различны, — необ- 
ходимо и достаточно, чтобы ри г были числа первыя между 
собою. Въ самомъ дфалЪ, назовемъ черезъ 7» и ги остатки т-аго 
и п-го порядка, тогда будемъ имЪть °): 
“т ==а-Н(тр—1)", (Моч. р), 
"и —=а-Н(ип—1)", (Мод. р): 


Вычитая эти сравнен!я одно изъ другаго, получимъ: 
гт — Ти ==(т—п)", (Моча. р). 


Слфдовательно, если остатки х» И г» тожественны, то 
произведеше (»— и)” дЪлится на р, но такъ какъ р предпола- 
галось числомъ первымъ съ г, то на него должна была бы дъ- 
литься разность ж—п меньшая его, что невозможно. Итакъ: 


Теорема 1. — Асли р посльдовительныхь членовё арио- 
метической прогрессии, составленныхь изь цълыхь чисель, 
дълить на р, число первое сз знаменателемь этой прогрес- 
0, то весь остатки от этого дълемя будуть различны 
между собою. 

Тогда говорятъ, что эти остатки образуютъ полную систему 
остатков по модулю р. 


2?) Обозначеше а=® (мод. р.) показываетъ, что а и 6 различаются какимъ 
нибудь множителемъ р и читается такъ: а сравнено съ 6 по модулю р. 
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ДалЪе, предположимъ, что р означаетъ первое число съ раз- 
ностью прогрессли исъ разностью же увеличенной или умень- 
шенной на единицу, тогда будемъ имфть саЪдующую тео- 


рему: 


Теорема И. — сли р посльдовательныь членовь ариоме- 
тической прогресси сё знаменателеме т дълить на число 
р, первое св каждымё ‘изв чисел т, т--1, т—1, то абсд- 
лютная величина разности двухз какиха-нибудь оспат- 
ков никогда не можеть быть равна разности занимае- 
мыхо ими во прогрессии мъств. 

Въ самомъ двлЪ, если предположить 

тт —тпв == ф (т—п), (Мод. р), 
то, на основанш предъидущаго, 
(т—п)” == (тр— я), (Моча. р). 
или 
(т—п) 7+ 1==, (Моча р.); 
стало быть р, число первое съ х-Е1, дфлило бы разность *—1%, 
которая меньше его, что, очевидно, невозможно. 

Изъ этихъ двухъ теоремъ слфдуетъ, что во многихъ слу- 
чаяхъ можно найдти значительное число рёшеншй задачи съ р 
королевами, предположивъ, что /) означаетъ число нечетное, 
которое не д®лится на 3. 


ГЛАВА У. 
СОЛИТЕРЪ, 


Первыя понят!я о математик должвы быть 
сообщаемы д®тямъ съ ранняго возраста. Циеры 
и лини говорятъ ихъ развивающемуся вооб- 
ражен!ю больше, чвмъ это думаютъ обыкно- 
венно, и математика даетъ отличное средство 
упражнять его ваибозве правильнымъ обра- 
зомъ. 

(Соп4отсеё, Дёзсоит8 ви" 1е8 Майета- 
#чез). 


Когда молодые годы уже прошаи, прихо- 
дитея играть въ солитеръ. 
(Рапага, Сйатз0тз, $, ПО. 


акъ показываетъ уже самое назване, игра въ 
солитеръ предназначается для одиночнаго раз- 
влечен1я и въ своемъ наиболфе общемъ видЪ 
состоить въ изса$дован!я задачъ, относящих- 
ся въ геометри положешя. Однако въ соаи- 
теръ могутъ играть и нфоколько человЪкъ, 
предлагая другъ другу на ршеше боле или 
мене сложныя задачи. Это относится впро- 
чемъ и ко воБмъ развлеченямъ, которыя разсматриваются въ 
нашей книг%. Вс онф примфнимы кавъ для одного, такъ и для 
нфоколькихъ человЪЕъ вмЪеть. 


Историчесня данныя. 


Въ Иетодической Энциклопедии «Епсус1ор6е тб о@- 


Ф 
-. 
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че») говорится, будто бы идея”! приведене въ систему правилъ 
этой игры явились у одного путешествовавшаго по Америк 
француза въ товремя, когда онъ наблюдаль, какъ возвращающе- 
ся съ охоты дикари втыкали свои стр$лы въ различныя отверстия, 
правильно расположенныя на стЪнахъ ихъ хижинъ. /сНонпайге 
4ез отдбтез связываетъ игру въ солитеръ съ иг рою магов или 
магическими квадратами, не приводя, однако, никакихъ доказа- 
тельствъ въ пользу такого мнЪн1я. Весьма вЪроятно, что меж- 
ду объими этими играми существуетъ близкое родство, но рЪ- 
шить этотъ интересный вопросъ мы предоставляемъ проница- 
тельности читателей. Наконецъ, нЪкоторые полагаютъ, что 
солитеуз появился первоначально въ ВитаЪ, въ весьма отда- 
ленную оть насъ эпоху. 

Какъ бы то ни было, игра эта была хорошо оба уже 
въ началь прошааго ото. Въ первомъ томф Л/емуаровз 
Берлинской Академии Наукь (МезсеЙапеа Вегойпепза, 
1710) находится мемуаръ Лейбница подъ заглайемь Алло- 
Фано 4е дифиз4ат 1из и т. д., начинающийся словами: №оп 
Ца рг@ел 1шегерий 1141 сепиз зтещаге диет Зо@анит 
арреПаи *). Далфе мы находимъ у него сафдующее м%ето: 
«Баере побауппиз пиздпат Воштез диам ш 141118 шоепюо- 
310гез езве: аёие 14ео ]ш4оз Матетайсогит сигат тегез, 
пой рег зе, вед агЫз туешеп@! сапза». ПозднЪе, въ письмь 
въ Монмору отъ 17-го января 1716г. Лейбниць говорит: «Игра, 
называемая солитероме, мн® очень понравилась. Но я предпо- 
челъ воспользоваться ею въ обратномъ смыса%, т. е. вместо того 
чтобы раздЪлывать данную фигуру, заставляя перескакивать . 
одинъ шарикъ черезъ другой на пустую лунку и снимая этоть 
посаЪдшй, я нашелъ, что гораздо интереснЪе возстановлять то. 
что было раздЪлано, помфщая шарикъ въ ту лунку. черезъ 
которую онь перескакиваетъ; при такомъ спос0обЪ можно 


*) См. Математическай словарь Клюгеля съ продолжешемъ Мольвейде 
(К1йдеГз пай. И’дметбией, 1У-я часть, стр. 466). 
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составить какую угодно изъ предложенныхъ фигуръ, если 
только ее удалось предварительно раздфлить. — Но для чего все 
это? спросятъ меня. — А для того, отв чу я, чтобы усовершен- 
ствовать изобрфтательность, потому что необходимо имфть 


способы осуществлять на дЪаЪ то, что можно найдти путемъ 
размышаевя. 


—+>+-+- 


Объяснене солитера. 


Для этой игры существенно необходима доска, имъющая 
форму правильнаго осьмиугольника съ продфланными въ ней 
тридцатью семью отверст1ями, какъ это показано на прила- 


Фиг. 23. 


гаемой здфсь фигур® 28. Въ каждомь отверстш помфщает- 
ся по деревянному или костяному колку; однако въ посл днее 
время осьмиугольную доску стали замфнять круглой, отвер- 
ст1я полувруглыми луночками, а колки— мраморными или стек- 
лянными шариками. 

Впрочемъ и не пмфя подъ руками такихъ принадлежностей 
игры въ солитеръ, легко замфнить ихъ обыкновенной шашеш- 
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ницей, воспользовавшись н$фкоторыми изъ ея к/к, и 
шашками, или же. просто, начертить на листЪ картона при- 
лагаемую ниже фигуру, поставивъ на соотвЪтетвующихь ея 
клЪткахъ номера. Встати замфтимъ, что употребляемая нами 
нумеращя каЪтокъ вполнЪ согласна съ правилами аналити- 
ческой геометрии и была предложена для шахматной доски 
Вандермондомъ, знаменитымь французекимь матёматикомъ. 
жившимъ въ концф прошлаго столь {я и остававшимся слиш- 
комъ долго въ забвешя у французскихъ ученыхъ °). 

Разсматривая фигуру 24-ю, мы не будемъ пока обращать 
вниман!я на квадраты или клики, отм5ченные номерами 
04, 40, 48 и 84, такъ какъ ихъ обыкновенно не пом щаютъ 
на солитерахъ, всего чаще встрёчающихся въ продаж». 

Углами солитера мы станемъ называть клЪтки съ номе- 
рами 13 и 31, 15 и 51, З7Т и 73, 5Т и 75; срединой нумеро- 
ванныя клфтки 14 и 41, 26 и 62, 47 и 74, 22 и 66; фуон- 
тами— ряды изъ трехъ смежныхъ клЪтокъ, какъ напримЪръ 
13, 14 и 15, или 31, 41 и 51, или 37, 47 и 57 или 73, 74 и 
75, границей или периметрома—рядъ каЪтокъ, по краямъ 
солитера и, наконецъ, еитромг— каЪтку, отмзченную нуме- 
ромъ 44. 

Вльтки. идупия безъ перерыва въ горизонтальной ли- 
ви или въ вертикальной колоннф мы будемъ называть #70- 
слъдовательными. Такъ, катки 32, 33, 34, 35 — поса%- 
довательныя относительно одной и той же колонны. Въ этомъ 
случаЪ первыя цифры номеращи клЪтокъ одинаковы, а вто- 
рыя постепенно измфняются на единицу. Подобнымъ же обра- 


=) Кетатаиез зит 1е; ртоётез @4е зйиайоп раг Узи4егтов4е. Мёто!гез 
4е ГАсаа6пие гоуа]е 4ез заепсез 4е Рамз роахг Гапибе 1771, р. 566—514. 
Въ этомъ мемуар помъщено интересное рьшен!е задачи о кон шахматной 
игры на кубической шашечницв, а также первые элементы геометр!и тка- 
ней (оботбиле 4ез Иззиз) съ извивающимися нитями, относящейся, главнымъ 
образомъ, къ хабрикащи такъ называемаго чулочнаго товара (трико, чулки, 
носки, кальсоны, вязаные чепчики и пр.). 
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зомъ клЬтки 23, 33, 43, 53, — посдЪдовательныя относитель- 

_ но одной и той же линш, но въ нихъ уже вторая цифра по- 

стоянна, тогда какъ первая постепенно измфняется на еди- 

ницу. Первую цифру нумеращи каЪтокъ, показывающую по- 
у 


О 


рядокъ колонны, мы будемъ называть вообще абсциссой, а 
вторую обозначающую порядокъ лишй, —условимся называть 
ординатой. 


——+ 


Правило игры въ солитеръ. 


Игру начинаютъ съ того, что снимаютъ одинъ изъ шари- 
ковъ, если солитеръ весь заставленъ ими; если же на доскЪ 
уже есть одна или несколько пустыхъ луночекъ, то какимъ 
угодно шарикомъ берутъ другой, смежный съ нимъ въ гори- 
зонтальномъ или вертикальномъ направлен при томъ усло- 
ви, чтобы первый изъ нихъ, перескочивъ черезъ второй, могъ 
быть положенъ въ пустую луночку, сосфднюю съ взятымъ 
шарикомъ. Такъ, напримфръ, шарикъ 34 можетъ взять: 
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1) шарикъ 35, ставъ на незанятую клЪтку 36 


2) » 33. » > » » 32 
м м 
ии ож. в ‚54 


Этотъ ходъ, называемый 42000м5 с0 взяткой, мы станемъ 
обозначать дробью, гдЪ числителемъ будетъ клЪтка, съ которой 
снимается берущий шарикъ, а знаменателемъь — клЪтка, куда 
онъ владется. Такъ, четыре только что приведенныхъ нами 
хода выразятся дробями: 

38 
36 7130,44; 54 

Не трудно замфтить, что въ каждой изъ нихъ первая или 
послёдня цифры всегда разнятся одна отъ другой на 2. 

На солитеръ существуетъ множество самыхъ разнообраз- 
ныхъ задачъ; но, слВдуя аналитическому методу, мы начнемъ 
съ простьйшихъ, изъ которыхъ могутъ лучше выясниться 
правила игры. 


—=—==- 


Первоначальныя упражнений. 


Въ предлагаемыхъ упражненяхъ нЪсколько каВтокъ соли- 
тера замвщаются шариками, и затЪмъ требуется, сообразно 
правиламъ игры, взять ихъ вс, кромЪ одного. Задачи эти 
заимствованы по большей части изъ посмертнаго сочинен!я 
Павла Бюсшоппа АВесйегсйез зиг 1е уеи Чи зоайге, изданнаго 
его братомъ Юлемъ. Мы измфнили только принятое авторомъ 
неудобное обозначенше, а также порядокъ упражненй, но с0- 
хранили назваше задачъ, указывающее на фигуры или дан- 
наго или требуемаго расположенмя шариковъ въ солитерЪ. 

Читателю, желающему освоиться съ этой игрой, мы сов$- 
туемъ повторять всф упражнения по нфекольку разъ, пока онъ 
не въ состоянши будетъ ихъ запомнить. 

Задача [.— Вреств из шести иириковз. — Шесть 
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шариковъ, расположенныхъ въ кафткахъ 35, 43, 44, 45, 46, 
55, привести къ одному въ центрф солитера. 

Чтобы рфшить эту задачу, употребляютъ сл5дующе паять 

О: 
2043} 135865 
65’ #5’ 55? 45° М 

Задача 1.— Ересть из девяти шариковз. — Девять 
шариковъ въ кафткахъ 24, 34, 42 —46, 54, 64 привести къ 
одному въ центр солитера. 

Обозначеше 42—46 показываетъ, что шарики помфщают- 
ся посал5довательно въ клЪткахъ 42, 43, 44, 45,46. Мы будемъ 
держаться его и впослдетв!и кавкъ для горизонтальныхъ такъ 
и для вертикальныхъ рядовъ. Способъ рёшеня задачи выра- 
жается дробями: 

43 4 

4 


Задача ШТ.— Треугольникь. — Девять шариковъ въ 
клЬткахъ 23, 33, 34, 43—45, 53, 54, 63. 
5955 35503 2 35 23 42 
55’°35°53’43’°42’ 33° 48° #4. 
Задача ГУ.— Каминб. - Одиннадцать шариковъ въ клЪт- 


кахъ 34—37, 45—47, 54 57. 
45 37 57`34 37 34 46 54 66 46 
25’ 35° 37’ 36’ 35°45’°66’°56°46° 14 
Задача У.— Могила.— Пятнадцать шариковъ въ БаЪт- 
кахъ 25, 31, 32, 35, 41-47, 51, 52. 55, 65. 
м, 5 13 И 33, 68. 
33 53 63 43 53 43 
По окончани шести ходовъ, получается крестъ изъ девяти 
шариковъ, подобный тому, который быль данъ въ задачв П, 
только онъ на другомъь мЪстЪ, такъ какъ центръ его при- 
ходится въ каЪткЪ 45, долженствующей служить конечнымъ 
пунктомъ этой задачи. 
Задача УТ.— Пирамида. Шестнадцать шариковъ въ 
6 
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въ клЪткахь 14, 24, 25, 34 —36, 44 — 47, 54 — 56, 64. 
65, 74. 
55 74 53 55 57 35 14 33 36 44 56 25 37 35 65 
58’ 54° 5557 37 333435’ 56’ 16° 36 45° 35’ 55° 45 
Задача УТГГ-— Двойной крестг.— Двадцать одинъ ша- 
рикъ въ кафткахъ 14, 22, 24, 26, 33—35, 41 - 47, 53—55, 
62, 64, 66, 74. 
54 52 22 33 41 43 74 62 45 54 66 74 35 54 33 
5232’ 12° 653’ 23°63’° 546465 746454 33’ 34’ 35) 
47 45 14.26 24 
45° 25’ 3424’ 41 
Задача УТ. — Цять соединенныхь между собою 
крестов5.— Двадцать одинъ шарикъ въ каЪткахъ 14, 23—25, 
32, 34. 36, 41—47, 52, 54, 56, 63—65, 74. 
64 44 74 46 66 64 44 47 24 26 46 44 14 42 22 
62’ 64’ 54° 66 6444’ 46’ 15° 26° 16’ 11 ЭР 34’ 020’ 94’ 
24 44 41 62 42 
41° 12’ 131 И 
Задача [Х.— Пятиугольникь.— Двадцать четыре ша- 
рика въ клЪткахъ 14, 23—25, 32 - 36, 42—47. 52—56, 
63—65, 74. 
53 32 51 44 23 42 63 25 45 #43 55 35 33 131 
51’ 5253’ 22’ 43’ М’ 413’ 23° 55’ 15’ 35° 33° 18158 
35 37 57 55 74 53 65 46 
37° 5755’ 58’ БГ 55° 15’ 1 
Задача Х.- Параллелограммь.— Двадцать четыре ша- 
рика въ кльткахъ 14, 23—25, 32—36, 41—43, 45—47, 
52—56, 63—65, 74. 
53 51 55 95 73 64 35 37 57 55 34 #6 14 26 23 
5.34, 75 73 53’44° 37 57 56’ 3536’ 96’ 38 27’ 55’ 
44 25 32 53 34 31 23 № 
3 


п ао) 5 59 
24 23 
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Задача Х/Г.— Осьмиугольникв. — Поврыть весь соли- 
теръ, кромЪ восьми угловъ. 


`.—СОЛИТЕРЪ. 83 


= 


5332 51 54 74 4& 52 22 41 24 43 22 62 64 34 
51’ 52’ 58’ 52° 542 42’ 32 #2’ 18’ 32 33° 31 64 МБ 
14 66 64 56 35 54 33 35 47 55 25 26 46 
316’ И’ 5” 33° 31° 35° 55° 45° 35 56 
Задача ХИ.— Тройной кресть. — Солитеръ поврытъ весь 
кромЪ каЪтокъ 22, 66. 26, 62 и 44. 


42 54 51 74 54 62-73 32 31 43 51 63 56 75 54 
35-47 45 57 65 37 34 13 15 43 13 32 4 34.26 
55. 25 65555 35 32` 3313’ 23’ 33 34 2686’ 46’ 


46 
п 
Не мьшаетъ также упражняться въ обратномь р»шени 
этихъ задачъ, измфняя правила игры сообразно съ мыслью 
Лейбница, приведенной нами въ началЪ главы. 


А В | С | В Фиг. 26. 


о 


О 

Разсмотримъ три послЪдовательныя клфтки въ горизон- 
зонтальномъ (фиг. 25) или въ вертивальномъ направлени 
(фиг. 26). 

Предположимъ, что каЪтки В и С незаняты и шаривъ ле- 
жить только въ А. Переставимъ его оттуда въ С, помфетивъ 
другой шарикъ въ В; тогда у насъ получится такъ называе- 
мЫЙ 42005 с0 ставкой. Пользуясь этимъ правиломъ, не трудно 
ръшать всф обратныя задачи. Положивъ шарикъ въ клЪтку, 
Боторую онъ занялъ при окончательномъ ход, т.е. въ ту, но- 
меръ которой образуетъ знаменателя послфдней дроби, начи- 
чинаемъ дфлать ходы со ставкой. Цифровое выражене ихъ 
получится изъ прямаго ршен!я во-первыхъ, перестановкой 


6* 
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въ каждой дроби его числителя и знаменателя, а во-вторыхъ, 
размфщешемъ самыхъ дробей въ обратномъ порядЕФ. 


ааа 


Задачи на солитеръ, начинаемыя изъ центра. 


При рьшенш этихъ задачь мы возьмемъ за начальную 
фигуру солитеръ изъ 37 каЪтокъ, заставленныхъ, шариками 
кромЪ только одной центральной № 44, и постараемся, посл 
НЪсколькихъ ходовъ, получить ту или другую фигуру, обра- 
зуемую оставшимися шариками. Число и посл довательность 
ходовъ с0 взятками мы будемъ обозначать, по прежнему, дро- 
бями, а расположене остающихся шариковъ цифрами особаго 
шрифта, т. е. такъ же, какЪъ мы это дЪлали въ предыдущихъ 
задачахъ. 

Задача ХИТ.— Четки. 

64 62 42 22 2 26 46 66 64 34 54 52 82 24 

"11° бР 62° 12’ 2’ 3 26° 16° 66° 54’ 52’ 82’ 34’ 41 

Остается граница и шарики 35, 43 —46, 55, образующе 
крестг изь шести шариковб. 

Задача ХТТ.— Экватоуе. 

Д0-00 24 63) 33 65 62 42 26 46 324 55 36 53 56 
14’ 12’ 22’ 13’ 53° 63’ 64 652’ 2 26’ 36’ 3534’ 5554 
Остается граница и горизонтальная линия отъ 14 до 74. 
Задача ХТ.— Креств вё вънкъ. 
24 36 55 25 33 53 23 56 36 73 65 53 51 32 53 
11’ 3 35° 15° 35° 3343’ 36’ 34 53’ 63’°173°53’ 52 51. 
Остается граница и нять шариковъ въ средин%. 
Задача ХТТ. -— Полная луна. 
6& 52 33 54 66 46 44 24 26 46 14 22 
41° 54’ 5352 65 66’ 46° АР 2 26° 34° 51 
34 42 62 64 
1422’ 12’ 62. 
Остается граница и четыре шарика 42, 44, 35, 55. 
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а 
54 


24 54 74 42 
44’ 34.54 44’ 


44 46 
64’ 11 
25 26 56 
45° 16° 54° 


85 


Задача ХУТИ.— Мальтёйскй кресте. 


54 62 63 32 22 
7 42° 43’ 3 2 
66 
т 


Остаются шарики на фронтахъ и на средвихъ — лини и 
колоннЪ за исключешемъ центра. 


Задача ХТП.— Четыре офицера, окруженные шест- 
надцатью солдатами. 
64 43 66 
43’ 44’ 45’ 6 

41 
43’ 


46 24 44 22 24 
44’ 26’ 24 42° 52’ 
62 

Остается граница и четыре шарика — 33, 53, 35, 55, 
представляющие офицеровъ, которые не перем$няли м$ста во 
все время происходившихъ маневровъ. 


26 
46’ 
43 
41’ 


нА 


Задача ХТХ.—Три офицера, окруженные шестнад- 


цатью солдатами. 
36 566 м 
14° 54’ 441 61 31 36’°46` #4 35° 26’ 
Восемь посафднихъ ходовъ—тЪ же. что и въ предъидущей 
задач. Остается граница и три шарика 33, 53, 45, представ- 


ляюще офицеровъ. 


Задача ХХ.— Адамь и Ева вё раю. 
46 43 23 25 45 #2, 63 43 65 45 22 26 
14’ 15’ 13° 33° 25° 136 
66 62 42 24 46 6& 
16°654 62 22’ 26’ 66 
Остается граница и два шарика — 34 и 54, представаяю- 
щихъ Адама и Еву, которые не двигались съ мЪота. 
Задача ХХ1.— Профессорь среди аудиторам. 
Ее начинаютъ ходами задачи ХШ и оканчиваютъ ходами 
задачи [. Остается граница и центръ. 


й 
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Задача ХХП.— 


24 32 5. 35 32 


—5 — 
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Страшный судё. 
55 57 65 63 43 36 35 


44’ 34’ 32’ 33’ 34 35’°55’°45°65 63’ 565557 38 
33,35 73 75 53 55 
85° 15’ 5373’ 5515 
Съ послфднимъ ходомъ — остается центральный шарикъ 
44 и двЪ части границы, представаяющия ираведниковь и 
гртьшниковз, отдЪленныхъ незанятыми клФтками 14 и 74. 
Задача ХХШ. Котеле. 


24 32 53 34 31 52 33 45 64 43 56 35 54 66 63 
44’ 34’ 33° 3233’ 32° 31 13° 227 15’ 5’ 55° 56 5’'68° 
26 23 37 47 57 


Остается лия 15—75 и часть границы 15 — 41 и 41—75. 
Задача ХХТУ. Четыре евангелиста и двънадцать 


((10610л065. 
42 62 64 44 41 74 46 44 66 61 47 24 44 26 46 
4’ 19’ 65° 64 495 РР би вр 
14 22 24 44 #2 


Остаются шарики нз гравицё за исваючешемъ —14, 41 
47 и 74, т.е. двфнадцать апостоловъ и, кром$. того шарики 
33, 35, 53, 55, представляющие евангелистовъ. 


Задача ХХ. Троица и двънадцать ап0столовв. 
42 45. 24 13 64 56 


54 36 34 15 57 37 35 13 33 
14’ 43’ 44° 45° 41 БЕ 34’ 56° 36° 35’ 55° 57 37 15 13’ 
31 51 53 73 75 55 
3337505! 73 95° 


Остается дв надцать шариковъ на границ, какъ въ предъ- 
идущей задач® и еще три шарика: 33, 53, 45. 


Задача ХХТТ. Христосё и двънадцать апостоловё. 
42 63 51 53 23 35 


33 `14 24-4 962 47, 
44’ 13° 53° БТ ЗТ 38° 43’ 33° 58° 3431’ #1’ 16’ 96’ 15’ 
66 54 46 74 75 45 53 55 
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Остается двфнадцать шариковъ на границз. какъ въ 
двухъ предъидущихъ задачахъ и, кром%, того центральный ша- 


рикъ 44. 
Задача ХХТП. Чаша. 
46 65-57. 3 55 4615 3 3 Зе 22.1338 
11°15’ 55’ 5756’ 55 65° 54 52 32’ 34 3549’ 38° 39’ 
14. 15.55 74 53. 73-52 32.62 
34’ 55’ 535 5553’ 54 52° 42 ‹ 
Остается двЪнадцать шариковъ— 26, 31, 34, 35, 41—44, 
51, 54, 55 и 66. 


Задача ХХУШ.— Троица. 
46 25 37-45. 15 34 26 54 65 57 5 15 15 


44’ 45’ 35’ 25’ 35’ 36° 16’ 38 15’ 55 65555 56 45 

66 52 32 34 1462 42 73 54 22 13 34.45 31 43 

46’ 5452’ 35’ 31 42’ 11’ 53’ 52’ 15’ 38’ 35% 48’°38’ 235’ 
41 51 43 


Остается три шарика— 23, 63 и 46. 
Задача ХХТХ.— Полюсы. 
Двадцать ходовъ дЪлаютъ, кавъ въ предъидущей задач, 
а потомъ продолжаютъ: 
45. 73 62 54 51 53 41 22 34 13. 43 31 23 43 
27’ 53’ 42’ 52’ 53° 33° 13’ 12’ 32’ 33233343 М 
Остается два шарика 41 и 47. 
Задача ХХХ.— Ворсауь. 
Весь солитеръ покрываютъ шариками, потомъ, снимаютъ 
шарикъ 51 и продолжаютъ: 
58, 73, 65, 62, 75, 54,51 43, 78, 28, 25 45 47, 31, 33 
51 53 63 64 73 52 653 63 53.43 23.25 4% 33 3 
воин нив 
33° 28 25 3 33° 35 55 135 16 
Потомъ шаривъ 41, представляюний корсара, посл дова- 
тельно беретъ девять шариковъ (кораблей), 42, 33, 24, 35, 
55, 64, 53, 44, 46 п становится на кл$тку 47, откуда его 
самого беретъ шарикъ 57, перескавивающиЙ на кавтку 37 : 
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Буквенныя задачи. 


Такимъ..образомъ мы привели ршен!я тридцати послЪ®до- 
вательныхъ задачъ игры въ солитеръ. Когда въ Аесие бсёенй- 
ие печаталась моя статья о солитерЪ, наборщику, повиди- 
мому, очень не понравилось имть дЪло съ такимъ громаднымъ 
воличествомъ цифръ и дробей и потому онъ надфлаль массу 
ошибокъ, такъ что съ корректурой предстояло довольно много 
хлопотъ. Но меня выручили въ этомъ случаи мои дзти. Млад- 
ий сынъ мой Павелъ, которому въ то время не было и шести 
лЪтъ, умфлъ весьма не дурно считать и любиль возиться съ 
цифрами, такъ что, напримфръ, лото, Бакъ игра основан- 
ная на случайности, уже казалась ему скучной. Онъ то имен- 
но и поправлялъ корректуры моей статьи съ помоцию своей 
старшей сестры Магдалины, дЪвочки, недостигшей еще тог- 
да и семилфтняго возраста. Я начертилъ на картон нумеро- 
ванную доску солитера, объясниль дфтямъ чрезвычайно про- 
стые премы этой игры и дфло пошло у нихъ отаично. Одинъ 
читалъ всаухъ обозначеня послЪдовательныхъ ходовъ, а дру- 
гая выполняла ихъ на доскЪ, такъ что мн® самому пришлось 
 ‘прокорректировать лишь небольшое число задачъ, съ которыми 
они не могли справиться. 

Въ награду за это я обЪщалъ имъ придумать тавя задачи 
для солитера, гдф требовалось бы составить изъ иириковё вс 
буквы, входящия въ начертеше ихъ именъ. Съ этой цфаью я 
скомбинировалъь нФеколько новыхъ задачь, выводимыхъ изъ 
вполнЪ заставленнаго солитера и оканчивающихся такимъ ра- 
сположешемъ шариковъ. которое по возможности близко вос- 
производитъ буквы азбуки, входящия въ имена Раш и Маде- 
еше. ` 
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Задача на имя Рац! *). 


Сюда относятся четыре послфдовательныхь задачи соот- 
вътетвенно столькимъ же буквамъ Р. А, ЦИ, Г. 

Задача на букву Р-—Съ поврытаго шариками солитера 
снимаютъ 44 и потомъ дфлаютъ слфдующия двадцать три 


хода: 
42 63 51 43 73 54 62 41 17& 33 т 22 52 56 36 
44° 43° 53” 63° 53’ 52’ 42’ 43’ 54’ 58’°52’ 42’ 32’ 54’ 56’ 


ЗА 75. 15. 131815 25 и 
36° 55’ 65’ 33° 34’ 35’ #6’ 36. 
Остается тринадцать шариковъ — 31—37, 44, 47, 54, 57, 
65, 66. 
Задача на букву А.—Съ покрытаго шариками солитера 
снимають 44 и зат$мь дЪлаютъ двадцать шесть ходовъ: 

64 56 35 54 66. 57, 37 45 35.26 5 0 14 74. 
44° 54 55° 56° 61 55, 35°65°36’ 46’ 35’ 55345 
2248 81 28 41 33 63 51 43 62 
24° 23° 33’ 43’ 33’ #3’ 53’ 13` 53’ 63 68 

Остаются десять шариковъ: 13, 73, 24—64, 35, 55, 46. 
Задача на букву 0.— Съ заставаенной вполн® доски сни- 
мають шарикъ 64 и потомъ дЪлаютъ двадцать четыре хода: 
66 45 57 25 37 45 47 54 52 32 34 75 73 62 564 
64’ 65° 55 15’35 25’ 45’ 56’ 54’ 52’ 32’ 55’ 534252) 
УИ 32113 '43 46 101833 
54 653’ 52’ 3323’ 28 13’33 23 
Остается двфнадцать шариковъ: 22—26, 31, 41, 52—56. 
Задача на букву 1..— Съ наполненнаго шариками солитера 
снимаютъ шарикъ 33 и дфлаютъ двадцать семь ходовъ: 


15 Е 
: 


& = 
2 ел 


*) Мы рекомедуемъ это уаражнене отцамъ семейёетвъ, къ сожалвню, не 
всегда имзющихъ возможность отваекаться отъ работы для занят съ сво- 


ими дВтьми. 
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31 88 51 31 36 34 56 54 520 73 5 74 57 54 66 
33 9 9Т 33 3432. 36 5654 53 5 5 55 56 4’ 
5 65 43 36 15 13 45 15 34 37 47 45 
я) 
э 


> 


5 —. 


55 45’ 34 35’15 2535’ 36 3545’ 25 
Остаются девять шариковъ: 22—26, 32—62. 


: 


Задачи на имя Майе е!пе. 


Такъ какъ А и Г уже найдены, то остается отыскать р%- 
шеше для пяти буквъ М, О, Е, Г, \. 
Задача на букву М.— Съ заставаеннаго вполн% солитера 
снимають шарики 33 и 53 и дфлаютъ двадцать два хода: 
55 13 43 63 51 43 35 23 31 43 41 15 13 8 5 
53’ 33’ 23° #3’ | 


— 


363 33’ 13’ 33° 23’ 43° 15’ 3323’ 55° 
3 45 75 #7 45 37 57 
75°65°55’15’ 65 35’55 
Остаются тринадцать шариковъ: 22 — 26, 35, 44, 55, 
62 — 66. 
Задача на букву Р.— Съ заставленнаго солитера снима- 


ех 


| 


<“ 
=> 


12 23 35 43 54 46 34 65 63 75 45 53 55 22 
50898” 23 34 О о 


55 65 55 175 42’ 
4 15 26 56 
33’ 3 35’ 16° 36. 
Остаются шестнадцать шариковъ: 31 — 37, 41, 47, 51, 57, 
62, 66. 73—75. 
Задача на букву Е.—Съ заставленнаго солитера снима- 
ютъ шарикъ 44 и дЪлаютъ двадцать три хода: 
42 62 54 73 52 Ш 22 43,34 5 56 Ъ м 74 46 
24’ 12’ 55° 53’ 54 13° 142’ 11’ 32’ 345 В 54° 
О и а 6 45 


ы < 
= 
> 
©" 
< 
$ 
© 
[> 
©> 
=> 


= 
© 
< 
$ 

с 
=> 
$ 

т 
> 
= 


46°86’ 33° 34 35 
Остается тринадцать шариковъ: 31 — 37, 41, 44, 47, ‚51, 
54; 57: 
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Задача на букву 1.— Съ заставаеннаго солитера свимаютъ 
шарики 13 и 73 и дфлаютъ двадцать четыре хода: 


75 54 66 74 15 34 26 14 46 54 66 52 32 34 36 
13 22 34 51 32 53 73 5 62 
33’ 10’ 32’ 58° 52’ БТ’ 5352 


Остаются одиннадцать шариковъ: 31, 37, 41—47, 51, 57. 
Задача на букву №.— Съ заставаеннаго солитера снимаютъ 
шарики 52 и 33 и дЪлаютьъ двадцать два хода: 
54; 56. 75 5А 07 245. 205.37, 45.7. 73. Б.А 3 
52° 5 55° 565565 45’°35’25’°15’175 5565 
10 19: 33 а 23 5 
13’33’ 35° 33° 13’ 23’ 53. 
Остаются тринадцать шариковъ: 22 — 26, 35, 44, 53, 
62—66. 


Приведене къ одному шарику на солитерЪ изъ 37-ми клЪтокъ. 


Самая обыкновенная изъ задачъь солитера называется 
приведешемь кб одному шарику и состоитъ въ томъ, что съ 
заставленнаго вполн% солитера снимается сначала одинъ ша- 
рикъ, а затЗмъ, путемъ послЪдовательныхъ ходовъ, и всЪ 
остальные, за искалюченемъ одного. Въ этомъ случаЪ мы усло- 
вимся называть начальной кльткой первую и единственную 
незанятую въ начал игры, и заключительной — послднюю и 
единственную занятую при окончании игры. Въ задач Кор- 
сарз мы уже имфли такой случай, причемъ начальной каЪт- 
кой была 51, а заключительной 37. Приведемъ теперь еще одно 
изъ подобныхъ рёшенй, принявъ за начальную кафтку 73. 
Для этого нужно будеть сдфлать тридцать пять ходовъ, а 
именно: 
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53 51 43 73 23 31 43 13 45 65 57 45 75 25 37 
13° 33°23’ 33° 43’ 145’°55°65 55 45 35 
7 


5 26 45 54 66 43 
25° 35’ 63° 4464’ 54’ 3’ 36°34’ 15’ 46’ 17 5646’ 93 
22 41 45 24 44 г 
24’ Е’ 13’ ту 25 ИДИ 1Е 


Эти ходы весьма легко запомнить, составивъ себ ясное 
представлеше о фигурахъ, образуемыхъ солитеромъ посл% 
17-го и 26-го ходовъ. 

Что ше касается окончательнаго хода, то его можно сдз- 
лать двумя различными способами, и въ первомъ случа за- 
ключительная катка будетъ 42, а во второмъ—45. Это зам®- 
чан!е намъ очень пригодится впослфдетвии. 


—+++- 


Горизонтальная симметрия. 


Выфото 73-й можно бы было взять за начальную вафтку 
п всякую другую и, такимъ образомъ, попытаться рёшить 
задачу о приведенщи кз одному шарику, начиная посаЪдова- 
тельно со воъхъ клфтокъ солитера. Но, какъ мы сейчасъ убЪ- 
димся, правильная форма расположения луночекъ дастъ во0з- 
можность значительно сократить число такихъ задачъ. 
Взявъ за начальную клФтку 75, мы зам тимъ, что ваЪтБи 
73 и 75 расположены симметрически относительно средней 
линш 14—74, служащей осью симметри дая фигуры, обра- 
зуемой каЪтками солитера. Замфтимъ при этомъ, что вообще 
первыя цифры обозначеня двухъ ваЪтовъ, симметричных 
` относительно средней линш, бываютъ всегда одинаковы, на- 
примфръ 73 и 75, 32 и 36 ит. д. Что же касается вторыхъ 
цифръ, то сумма ихъ во вефхъ случаяхъ равна восьми. 
СлЪдовательно, для ршеня задачи о приведени въ одному 
шариву, взявъ за начальную каЪтку 75, можно воспользо- 
ваться схемой предъидущаго рёшешя: для этого стоитъ толь- 
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ко, сохраняя порядокъ и расположене дробей, оставить пер- 
выя цифры въ каждой изъ нихъ безъ перемЪны, а вторыя, 
какъ въ числитель, такъ и въ знаменатель, замфнить арие- 
метическимъ дополненемъ до восьми, напримёръ, — 
вмЪъето | поставить 7, выЪсто 2—6 вмфето 3 —5 ит. д., 
тогда первые ходы при рьшени предполагаемой задачи 
будутъ: 


ее И Т.Д 


Вертикальная симметрия. 


Солитеръ симметриченъ еще относительно средней колонны 
14 —47: поэтому и катки 13 и 73 также симметричны между 
собою, но у нихъ одинакова уже вторая цифра обозначения, а 
сумма двухъ первыхъ всегда равна восьми. Сафдовательно, 
задачу о приведении къ одному шарику съ начальной кафткой 13 
можно вывести на основан ея рьшевя для каЪтки 73, ©0- 
хранивъ порядокъ расположеня дробей, обозначающихъ ходы, 
а также вторыя цифры ихъ числителей и знаменателей, и за- 
мфнивъ каждую первую цифру этихъ членовъ ариеметиче- 
скимъ дополненемъ до восьми. Такъ, наприм®ръ для началь- 
ной ваЪтки 13 первые ходы будутъ: 
33 130143. 13 


13? 33) 73 > 33 и т. де 


ос 


Центральная симметрия, 


Относительно начальной катки 15 рьшене той же задачи 
можно вывести изъ рЬшен!й ея для начальныхъ казтокъ 13 
иаи 75, пользуясь горизонтальной изи вертикальной симме- 
трей. Но мы достигнемъ того же самаго результата несравненно 
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скорЪе, если замёнимъ въ ряду ходовъ, показывающих рёше- 
ве для начальной клЪтки 73, каждую цифру ея ариеметиче- 
скимъ дополнешемъ до в0сьми. Это свойство солитера геоме- 
трически выражается сл$дующей теоремой: Исли какая ни- 
6удь фигура симметрична относительно двухё пертенди- 
кулярныхь осей, то она симметрична также и относи- 
тельно точен перестчсная этихз осей. СаЪдовательно, со- 
литеръ обладаетъ центральной симметруей, т. е. вс катки 
въ немъ попарно противоположны и находятся въ равномъ 
разстояни отъ центральной ка$тки 44 °). Первые ходы въ 
ръшени задачи для начальной каЪтки 15, выведенные на 
основанш центральной симметр!и изъ задачи съ начальной 
ваткой 73, будутъ сл5дующе: 


35 э37 45, № 


кое 


Наклонная симметрия. 


Вафтки осьмиугольнаго солитера симметричны еще отно- 
сительно д1агонали 22 — 66. Для двухъ симметричныхъ та- 
кимъ образомъ клЬтокъ, соотв тотв!е въ цифровомьъ обозначе- 
ни состоитъ въ томъ, что у одной изъ нихъ оно тожественно 
съ перевернутымъ обозначешемъ другой. Сафдовательно, зада- 
чуо приведеши всЪхъ шаривовъ солитера къ одному для каБтки 
37 можно получить изъ рёшеня той же задачи для клЪтки 73, 


*) Чтобы сохранить полное соотвЪтетве съ положенями, установленными 
въ аналитической геометр!и, слфдовало бы обозначить клЪтку 44 черезъ 00 
и принять ее за начало координатъ; ‘тогда всЪ клЪтки могли бы быть 0603- 
начены цихрами отъ 0 до 3, а клвтки отрицательныхъ координатъ, сверхъ того, 
еще и знакомъ минусъ, поставленнымъ надъ цихрой, означающей отрица- 
тельную координату, подобно тому, какъ это дьлается въ логариемахъ для 
отрицательныхъ характеристикъ. Отрицательныя координаты можно также 
обозвачать цифрами, отмзченными указателемъ, что и принято Рейсомъ въ 
его мемуарЪ, цитируемомъ нами ниже. Но это обозначенме нЪеколько сбив- 
чиво; поэтому мы сохраняемъ принятое нами. 
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написавъ только цифры каждой дроби, выражающей послЪдо- 
вательность ходовъ, въ обратномъ порядк®. Тавъ наприм$ръ, 
для первыхъ ходовъ разсматриваемаго случая будемъ имЪть: 
37° 30° 367,35’ 

Изъ всего сказаннаго слфдуетъ, что изучене задачъ о 
приведенш наполненнаго солитера изъ 37-ми ваФтокъ къ од- 
ному шарику должно ограничиваться только одной каЪткой 
для каждой симметрической группы. Сообразно съ этимъ мы 
и распредълили всЪ ваЪтБи солитера на восемь группъ, таб- 
лицу которыхъ приводимъ ниже 


Таблицы группъ симметрическихъ клЪтокъ. 


—_—_—_—_—_—_——————— 
Голы, Группы, К аФтки. 


тт 2 | 14, 41, 47, 74. 
П* | 22, 26, 62, 66. 
ГУ 24, 42, 46, 64. 
Уу* 33, 35, 53, 55. 
Ут 34, 43, 45, 54. 
УН “|113, 5, 3% 37, 51 57, 73, 75. 
УП | 23, 25, 32, 36, 52, 56, 63, 65. 


Такимъ образомъ достаточно будетъ изучить разсматривае- 
мую задачу для одной вакой нибудь каЗтки изъ каждой группы. 
Но впослъдетвш, въ теойи неразуюшимыль задачё на 0боб- 
щенномь солитерь мы докажемъ, что приведене везхъ ша- 
риковъ въ одному или розыгрышъ невозможень для воЪхЪ к1Ъ- 
токъ. принадлежащихь къ группамъ, отмченнымь на таб- 
лиць звфздочкой. Такимъ образомъ намъ придется изучить 
только группы Г\№ и \Т, изъ которыхъ мы возьмемъ по одной 
задачь: изъ первой группы — съ начальной клЪткой 42, а изъ 
второй — съ вачальной катки 45. 
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Общ способъ взаимности. 


Въ приведеняомъ нами р5шенйт задачи съ начальной клбт- 
кой 73 мы получили заключительный шарикъ 42. Но воз- 
можно и обратное ршенге этой задачи. т. е. заполнене всЪхъ 
каЪтТокЪ солитера шариками 70средствомз 209068 со став- 
кой, взявъ за начальную каЪтку 42. причемъ заключитель- 
ная будетъ 73 и останется незанятой. Чтобы представить р%- 
щене такой задачи схематически, должно во первыхъ изиЪнить 
порядокъ дробей, и во вторыхъ перевернуть каждую изъ нихъ, 
поставивъ числителя на мфето знаменателя. 

Разсмотримъ теперь два дополнительные или такихъ 
солитера, въ которыхь заставленныя клЪтки одного, всегда 
соотвтетвуютъ дустым каЪткамъ другаго и наоборотъ, при- 
чемъ, конечно, 200ды со ставкой на первомъ изъ нихъ будутъ 
также соотвЪтствовать ходамъ со взяткой на другомъ. 

Такимъ образомъ, выйдя изъ начальной ваЪтки 42 и запол- 
нивъ солитеръ посредетвомъ ходовъ со ставкой, за. исключе- 
мемъ лишь клЪтки 73, мы получимъ обыкновенное приведене 
солитера къ одной пустой ка$ткЪ. Если же станемъ дъйство- 
вать обратнымъ способомъ, посредетвомъ ходовъ со взяткой, 
на дополнительномъ солитерЪ, исходя отъ начальной клЪтки 
42, то въ окончательномъ результат остаюнется занятою 
клЪтка 73. 

Чтобы непосредственно вывести рЬшене задачи съ на- 
чальной клЪткой 42 и заключительнымь шарикомъь 73 изъ 
ршенйя съ начальной кл®ткой 73 и заключительнымъ шари- 
комъ 42. достаточно въ схем р5шеня посл дней задачи изм%- 
вить порядокъ дробей, но не перемьщая между собою ея чле- 
новъ. СлЪдовательно, рьшеше задачи съ начальной каЪткой 
42 выведенное изъ рёшен!я съ начальной вльткой 73, будетъ: 


41 24 45 47 51 53 
о ес лай 
42 44 43 45 53 73 


Въ этомъ-то и состоитъ 1206005 взаимности. 
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Общ способъ замны. 


Мы уже видфли, что розыгрышъ при начальной ваЪтЕЪ 
73 можетъ оканчиваться безразлично заключительными кафт- 
ками 42 или 45. НапримЪръ, рьшене для начальной катки 
45 будетъ: 
43 24 45 № 51 53. 
ви и 
слЪдовательно, оно отличается отъ предъидущаго только пер- 
ВЫМЪ ХОДОМЪ. 
Чтобы выразить задачу въ общемъ видЪ, назовем черезъ 
а, 6, с, 4 четыре послЪдовательныхъ каЪтки и предполо- 


; [Я 
жимъ, что рьшеше оканчивается ходомъ —_; но оно могло бы 


Ь р 
КОНЧИТЬСЯ И ХОДОМЪ Ро Точно также. если р5шене начинает- 


ы 

А? 
токъ А, В, С, Р можно замфнить кафтку А кафткой Ши 
рьшеше будетъ отличаться отъ предыдущаго только первымъ 


СЯ ХОДОМЪ то въ ряду четырехъ послфдовательныхъ ка%- 


В С сн 
ходомъ > вместо —. Въ этомъ-то и состоитъ общий спо- 
600% замъны начальныхъ пли заключительныхъ клЪтокЪъ. 

Такимъ образомъ, разсмотрвъ способы симметрии, взаим- 
ности и замёны, мы указали приемы для получешя вовхъ ро- 
зыгрышей, возможныя въ солитерЪ изъ тридцати семи ка$- 
токъ, причемъ за начальныя послФдовательно принимаются 
всЪ каЪтки, относительно которыхъ подобный розыгрышь осу- 


ществимъ. 


Тройные ходы для сокращеня игры. 


Въ значительномъ числЪ случаевъ можно сократить р%- 
шеше задачь посредствомь тройнаго хода, придуманнаго 
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Гермари. Разсмотримь фигуры 27, 28, 29 и 30, обра- 
зуемыя тремя посл цовательными клфтками В,С,Р и двумя 
другими клфтками А и А', изъ которыхъ одна занята, а дру- 
гая свободна. 


А А А| в А |2 | 
| ЖИТ | — В =» 
в |011 0| 15 [26 в с | с | 
р ое к е3 ь ЗВЕНЕ 48 
А! А! | р ГА в|А| 
|| 
Фиг. 21. Фиг. 28. Фиг. 29. Фиг. 30. 


Если кафтка А’ свободна, а четыре другихъ за полнены, 
то дълаются три послЪдовательныхъ хода: 
а О 
т. 
Если же свободна клЪтка А и прошя заполнены, то ходы 


будуть 
О 
ВВ 
Въ обоихъ этихъ случаяхъ три посаЪдовательныхъ ша- 
рика В, Сир исчезли съ доски, тогда какъ четвертый воз- 
вратился на прежнее мЪсто. То же самое можно было бы сд?- 
лать, употребляя вмЪсто трехъ ходовъ одинъ, снавъ разомтъ 
три посаЗдовательныхъ шарика ВСР и оставивъ на мЪетЪ А 
или А’. Мы станемъ обозначать подобный тройной ходъ 
жирными цифрами. Приведемь нЪеколько примфровъ. 
Прим $ ръ 1. —Сокращевный ходъ въ задач ирофессоре 
среди своей аудитори. Сначала снимаютъ съ заполненной 


64 
доски центральный шарикъ 44 и простымъ ходомъ 14 буть 


шарикъ 54, потомъ дфлаютъ шесть тройныхъ ходовъ: 
4345 32 36 33 23 
63° 65’°52’56’°35’25. 
Предлагаемъ читателю сравнить это рфшеше, принадае- 
жащее Гермари съ помфщеннымъ нами выше въ задачь ХХ. 
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Прим ръП. — Сокращенное рюшене задачи о двънад- 
цати атостолажв. Снимаютъ центральный шарикъ 44 и дЪ- 
лаютъ восемь тройныхъ ходовъ: 

34 24 45 46 54 64 43 42 
36’ 26’ 65’°66’52’°62’°23’ 22 

Примфръ Ш. Авадратз изь двадцати пяти шари- 
*065.- На ДоскЪ расположены двадцать пять шариковъ въ 
видЪ квадрата, вершины угловъ котораго находатся въ каЪт- 
кахъ 22, 26, 62, 66. 

Эту фигуру можно привести къ одному шариву въ центрЪ 
помощью восьми тройныхъ ходовъ: 

24 34 46 45 64 54 42 43 
26’36’66’65’62’52’22’23 

Рьшене отличается отъ предъидущаго только тфмъ. что 
въ немъ всЪ ходы попарно перемфнились своими мЪстами. 

Прим ръГ\"'.— Гриколетв. СЪ заставленнаго вполн$ со- 
литера снимаютъ шарикъ 44, потомъ дЪлаютъ посафдователь- 
но четыре группы особыхъ ходовъ, поворачивая каждый разъ 
доску на четверть оборота, причемъ каждая группа состоитъ 
изъ одного тройнаго хода, отм$ченнаго въ нашемъ примфрЪ 
звЪздочкой и двухъ простыхъ. 

25* 47 26. 32* 14 22 63* 41 62 56* 94 66 
45 ’45’ 46’ 34’ 34” 24° 43 ’13’ 412’ 54’ 51 64 

Остается шестнадцать шариковъ, число которыхъ приво- 
дится къ двфнадцати посредствомъ четырехъ простыхъ хо- 
ДОВЪ. 


Примфръ \'. — /риведеше шариковь к одному на доскзь 
солитера в сорок одну клльтку с 


*. 


*) Ипсус1орё@е тёо@цие. Пусйоппаще, 4е; ]деих шабфбтайаиез. Раз, 
ап УП, р. 202. 
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Солитеръ въ сорокъ одну клЪтку предотавленъ нами на 
фигур% 31. 


Онъ отличается отъ обыкновеннаго только добавочными 


Фиг. 31. 


клзтками 04, 40, 48 и 84. Мы приводимъ схему ходовъ, ко- 
торыми получается на немъ розыгрышь при начальной ваЪт- 
кЪ 46. Простые и тройные ходы зд$сь перемфшаны. 

66 54 75 55° 46* 64* 34 15° 04° 371 45 46 23 43 
16°56’°55’°57’48’°84’5 35’ 24 ’35 25’ 34 95’ 23’ 
22 25 13 51* 41 31° 73 54 62 43 40 
2Р 23’ 33’ 53’ 13 33’58’ 52° 42° 11’ 42 

Это рьшене принадлежитъ Гермари. 

Примпчане. Въ. ршешяхъ тридцати задачъ, помъщен- 
ныхь раньше, встрёчается довольно много тройныхъ ходовъ: 
такъ, въ задачь ХХШ за первымъ простымъ ходомъ сл5дуетъ 
четыре тройныхъ. 


335==2е5+- 


Обобщене солитера и правила игры. 


Чтобы доказать невозможность нЪкоторыхъ рёшешй, ка- 


у. - СОЛИТЕРЪ. 101 


ковы напримЪръ, розыгрыши при извЪстныхъ начальныхь 
каЪткахъ, употребляется весьма остроумный способъ при- 
думанный Рейсомъ. и усовершенствованный Гермари °). 
Этотъ упрощенный способъ состоитъ во-первыхъ въ обобще- 
ни обыкновенныхъ правилъ игры и во-первыхъ въ расшире- 
нш границь солитера: затЪмъ съ помощью его доказывается, 
что если даже въ общемъ случаз рЬшен!е задачи невозможно, 
то оно тъмъ болЪе невозможно для солитера съ ограничен- 
НыЫмМЪ числомъ каЪтТокЪ. 

Правила, данныя Гермари, можно выразить въ формЪ 
4-хъ слфдующихъ постулятовъ. 

Постулять [.— Доска солитера предполагается прости- 
рающейся безгранично во вс стороны. 

Постулять 11.— Дозволяется дЪлать ходы со ставкой и 
с0 взяткой послфдовательно и въ какомъ угодно порядЕ$. 

Постулят5 Ш.— Дозвеляетея ставить нЪеволько шари- 
ковъ заразъ на одну и ту же клЪтку помощью ходовъ со 
ставкой. 

Желающимъ уяснить себ сущность этихъ правиль, мы 
напомнимъ, что, для ознакомленя съ ними, можно вос- 


*) Ве!5з.—Вейгасе хаг {Веоге 4ез Зойг-Зр!е!з (Журналъ Крезля, т. ГЛУ). 

ВлеВопиев.— 7'604е Чи бойалте, раг {еп 1е О-г Ве153; вольный переводъ 
съ нзмецкаго. ( Моитее соттезропааисе табйетайчие, $. ПТ, р. 234. ВтгихеЦез). 

Негтагу.—5 ил 16 деи аи бо]юите. Аззослайон Нгапсазе рошг Рауапсетет 
4ез зс1епсез. Сопотёз @е МопёреШег, 1879. 

Мы полагаемъ, что этоть способъ дЪйствительно принадлежитъ доктору 
Рейсу. Однако слЪдуетъ замфтить, что теор1я невозможности розыгрышей въ 
солитер® появилась гораздо раньше. Такъ, въ первомъ том ‹ВиНени 4ез 
зсепсея» Ферюсака (стр. 137) есть одно м%сто, гдВ упоминается о другомъ 
обозначени ходовъ солитера. «Если на восьмиугольномъ солитерв въ 37 ка$- 
токъ при началЪ игры оставить незанятой какую нибудь одву, напримфръ 2, 
4, 14, 22, 32, то невозможно, чтобы при заключительномъ ходф получился 
на доскЪ только одинъ кодокъ. 

Этотъ выводъ, повидимому, является слфдетв!емъ приводямыхь нами ни- 
ще теоремь УИ, УШ, 1Х и Х. Мы заимствовали его изъ сеочиненя, котораго 
не имъли времеви просмотрЪть, а именно—изъ Май’Исйе Мадаие, Вег- 
Но 1783, ш 8. 
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пользоваться вмЪсто обыкновеннаго солитера листомъ раз- 
тграфленнаго картона и простыми шашками. 

Постулятв ТУ. Въ незанятую каЪтку дозволяется класть 
какое угодно число шариковъ. Другими словами, пустая клЪт- 
ка можеть какъ-бы занимать шарики у прочихъ кафтокъ 
прямо безъ помощи ходовъ со ставкой подъ условемъ, однако, 
возвратить ихъ при окончани партии. 

Такъ, напримЪръ. на пустую клЪтку можно прямо поста- 
вить шарикъ и продолжать ходы со ставкой или со взяткой, 
а потомъ, смотря по плану игры, взять его обратно *). 

Правило игры, предложенное Рейсомъ и Гермари, которое 
намъ необходимо будетъ разсмотрёть для выяснешя теор1и 
солитера, условимся называть общиме, въ отлище отъ обык- 
новеннаго, которое назовемъ частным. Точно также и р%- 
шея, выведенныя изъ перваго правила, будуть называть- 
ся общими паи теоретическими, а полученныя изъ вто- 
раго— частными или практическими. 


Соотвфтственныя положеня и клтки. 


Мы называемъ соотеьтственныме такое взаимное поло- 
жене двухъ шариковъ на безграничномъ солитер®. когда одинъ 
изъ вихъ, путемъ различной системы ходовъ, обусловливае- 
мыхъ употребленемъ общаго правила, можно замфнить дру- 
гимъ, не нарушая этимъ порядка расположеня остальныхъ 
шариковъ. Сначала мы покажемъ примфнен!е общаго правила 
па нъкоторомъ чисаЪ шариковъ, пользуясь сокращеннымъ хо- 
домъ, подобнымъ тройному. 


*) Это сводится къ предположению въ н®которыхъ случаяхъ отрицатель- 
наго числа шариковъ, или мыеленному представленю безграничнаго кубиче- 
скаго солитера съ заставленными вполн® клФтками. 
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Теорема |.— Реегда можно снять три шарика, распо- 
ложенные в5 треб посльдовательныхь клюткахь. 

Для доказательства этой теоремы достаточно припомнить 
извфотные намъ тройные ходы. Обыкновенное правило пред- 
полагаетъ одну изъ клвтовъ А и А' или свободною, или заня- 
тою. Но вса$детве постулятовъ Ш и [\ эти условя стано- 
вятся излишними, такъ какъ 06$ каЪтки могуть быть въ одно 
и то же время и свободными, и занятыми. Такимъ образомъ у 
насъ получается иеоретимескй тройной 1095. 


Теорема И. — Всегда можно снять или поставить, два 
четыре и вообще какое угодно четное число шарикове на 
какую угодно кльтку С. 

Въ самомъ ДЪлв, раземотримъ три послдовательныхъ 
каЪтки В, С. О. Даже когда двЪ изъ нихъ Вир не заня- 
ты,—мы всетаки, пользуясь постулятомъ Г’, можемъ сдъ- 


лать два хода со взяткой ы И ы ‘Количество шариковъ въкаЬт- 
кахъ Ви ГП при этомъ не измзнилось, но влЪтка ихъ С имфетъ 
теперь двумя меньше. Точно также, посредствомъ двухъ хо- 
ДоВЪ с0 ставкой, можно прибавить два шарика на калЪтку С. 


Теорема 1. Всегда возможно перенести шарика че- 
резь деть кллытеи в каком угодно направлени вдоль ии 
или колонны. 

Беремъ четыре посл5довательныхъ клЪтки А, В, Сир, 
расположенныя на одной лини или на одной колоннЪ и поста- 
вимъ шарикъ въ А. Посредетвомъ хода со ставкой изъ А въ 
Си хода со взяткой изъ В въ О, шариБъ перейдетъ изъ А въ 
р, не измфнивЪ количества шариковъ въ клЬткахъ В и С. 

Повторяя нфеколько разъ тотъ же премъ, можно ста- 
вить шарикъ на каЪткахъ А, Рит. д., перенося его всявй 
разъ черезъ дв. ВсЪ клЬтки, раздЪленныя между собою двумя 
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посаЪдовательными, носять назване соотвьтетвенныхь и 
шарики можно переносить въ любую изъ нихъ ‘`). 


Дальнфйш!я примфненя общаго правила. 


Припомнивъ обобщене, выраженныя въ постулятахъ Ш и 
Г, мы легке замЪтимъ, что, согласно общему правилу, всяк 
ходъ—с0 взяткой или со ставкой — обладаетъь способностью 
измфнять парность числа шариковъ, расположенныхъ на трехъ 
послЪдовательныхь кафткахъ; другими словами, количества 
шариковъ. помвщенныхъ въ трехъ послфдовательныхъ к2Ът- 
кахъ. увеличиваются или уменьшаются на единицу °). 


Соотвфтственный остатонъ въ квадратБ изъ девяти нлътонъ. 


Пользуясь общимъ правиломъ, можно доказать сафдую- 
щую теорему, послужившую основанемъ теорш доктора Рейса. 

Теорема 1\. — Каково бы ни было положеше шариков 
ва безграничномь солитерть, всегда возможно соединить иго 
66% в5 квадрате изз девяти смежных клтоке, взятый 
произвольно. 

Предположимъ на плоскости неопредфленнаго солитера ка- 
кой-нибудь квадратъ изъ девяти смежныхь каЪтокъ; всявй 
шаривъ (теорема ПТ) можно перемвщать черезъ двЪ посаЪдо- 


1) Если (2, У) и (2', У') означаютъ координаты двухъ соотв тственныхЪъ 


&лЪтокъ, то разности 2—2' и у—9У' представляютъ собою числа кратныя 
трехъ, чтё выражается ариеметически елфдующимъ образомъ: 
ВЕ (Мод. 3) 
ЕЙ (Мод. 3) 
° Если (@, 6, с) и (а', В, с') означаютъ числа шариковъ, лежащихъ въ 


трехъ послвдовательныхь клфткахъ А, В и С, до или послв хода со встав- 
кой или со взяткой, въ области этихъ трехъ шариковъ, то будемъ имфть: 
а—=а’'--1 (Мод. 2) 
—В'--1 (Мод. 2) 
с=с'-1 (Мод. 2) 
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вательныхЪ каЪтки въ горизонтальчомъ направлен до тъхъ 
поръ, пока онъ не станетъ ва колоннЪ или на продолжен!и ко- 
лонны избраннаго квадрата. Потомъ точно также можно пере- 
мъщать этотъ шарикъ въ вертикальномъ направлени, пока 
онъ не достигнеть одной изъ каФтокъ квадрата. Легко уб%- 
диться, что каждая клЬтка имфетъ всегда ей соотв тетвенную — 
и только одну—на произвольно взятомъ квадратЪ изъ девяти 
кАЪТоБЪ. 

Такимъ образомъ, всЪ шарики солитера можно перенести въ 
квадратъ изъ девяти кафтокъ. Это новое размвщене шари- 
ковъ мы будемъ называть соотвтьтственныме остаткомб. 

Изъ только что доказанной теоремы, посредствомъ 0бн/аго 
правила, выводится теоря невозможныхь рёшенй. какъ это 
и показаль впервые докторъ Рейсъ. Но еще боафе примЪни- 
мы для этой цфли сафдуюция теоремы, данныя Гермари и до- 
казанныя имъ самостоятельно. безъ всякаго знакомства съ 
трудами его предшественников. 


Заключительная группировка, 


Теорема У. Как бы ни были размьшены шарики вв 
безграничногмь солитерь, размъщене ить всегда можно за- 
лить соотвьтственныме, заключающимся в5 произволь- 
но выбранном» квадрать изх четыреть кллытоко. 


Возьмемъ квадрать изъ четырехъ кафтокъ. вкакъ напри- 
мЪръ на фигурЪ 32-й, не обращая пока внимая на постав- 
ленныя въ нихъ буквы и окружимь его пятью каЪтками. У 
насъ получится такимъ образомъ ввадратъ изъ девяти влЪ- 
токъ, на которомъ мы можемъ воспроизвести соотвфтетвен- 
ный остатовъ помощью только что доказанной теоремы ТУ. 
Назовемъ черезъ до, 65, со, а,. 61, сн, а», 6, с», числа шари- 
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ковъ, находящихся въ каждой изъ девяти влфтокъ, тогда у 
насъ получится фигура 32-я. 


а ь, в 
| 
| 
а, ъ, С: 
4 } в, | бо 
Фиг. 32. > 


Отъ нея, помощью ходовъ со ставками сверху внизъ, мы 
переходимъ къ фигурЪ 38-Й. 


аа, | В-6, с.- с, 
| 
| 
| 
| ана, | 6-6, Со с. 
| | 
у — 
Фиг. 33. 


И наконець, посл$ двухъ ходовъ со ставками справа на- 
лЪво, получаемъ фиг. 34. 

Итакъ, мы замфнили нфкоторое разизщеше шариковъ на 
безграничномъ солитер$ разм щешемъ соотвЪтетвеннымъ, на- 
ходящимся въ квадратЪ изъ произвольно выбранныхъ четы- 
рехъ клътокъ. 

Но при помощи общаго правила (Теорема П) можно, со 
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всякой катки снять, или во всякую каЪтку положить чет-. 
ное число шариковъ; слёдовательно, на этомъ квадратЪ изъ 
четырехъ кафтокъ можно продолжать приведеше до тВхъ поръ, 


—а-а, | 5+6, 


Г-на,-+а, | 6,6, 


| 
-не-не | ес, 


+ С. 1+ 6,+ 62 


Фиг. 34. 


пока въ каждой ваЪтЕЪ не останется только по одному ша- 
рику, или ихъ вовсе не будетъ. Мы получимъ тогда такъ на- 
зываемый остатокх или заключительную группу въ дав- 
номъ квадрат изъ четырехъ катокъ. ЗатЪмъ перейдемъ къ 
слъдующей теорем$: 


Теорема \1. — Вел соотвттственныя размтъщеня шари- 
ков на безераничномь солитерь приводятся кз одной и 
той же заключительной груптъ, находящейся вё квадра- 
ть из5 четыреху клитоке. 

Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ, что прежде чЪмъ воспро- 
извести соотвЪтетвенное размфщене на квадратЪ изъ девяти 
каЪтТокъ, мы сдфлали въ немъ одинъ ходъ, на основан!я 0б- 
щаго правила. Тогда три числа съ различными указателями 
а', @,, а, или три числа съ одинаковыми указателям а. 6., 
измЪнятся на —-], а сумма чисель въ квадрат изъ четырехъ 
клЪтокъ на (0) или 2 единицы (фиг. 84) и, слдовательно, пар- 
ность ихъ останется прежняя. 

Отсюда завлючаемъ, что сколько бы ни было сдфлано хо- 


С, . 
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довъ, парность числа шариковъ въ квадратЪ изъ четырехъ 
каЪтокъ не нарушается, а саФдовательно не измЪняется и 
видъ заключительной групты. 


Шестнадцать видовъ заключительныхъ группъ. 


Полным размьщешемз р предметовъ, взятыхъ по 4, на- 
зывается вообще совокупность ихъ различныхъь комбинащй, 
каждая изъ которыхъ содержитъ 9 предметовъ, взятыхъ одинъ 
или нфоколько разъ изъ общаго числа р всфхъ данныхъ пред- 
метовъ. Такъ, полное размфщене двухъ цифръ 0 и |, взя- 
тыхъ по 4, дастъ 16 сл5дующихъ комбинащй: 


0000 0100 | 1000 | 1100 
0001 0101 | 1001 | 1101 
0010 0110 | 1010 1110 
01 |.0131 |101] Па 


Подобнымь же образомъ, полное размфщене десяти цифрь 
общепринятой системы нумерацш по 6 даетъ совокупность 
воъхъ чиселъ, выражающихся не болфе какъ шестью цифра 
ми, т. е. 1000000 или 10°. Въ общемъ видЪ число полныхъ 
размьщенй р предметовъ по д равно 97. 

Такимъ образомъ для квадрата изъ четырехъ каЪтовъ, 
взятаго произвольно на доскЪ солитера, заключительныя груп- 
пы могутъ выразиться въ шестнадцати разаичныхъ видахъ, 
представляющихъ собою полное рази5щеше изъ двухъ цифръ, 
Ои1, въ четырехъ каЪткахъ квадрата. Мы распредфляемъ 
ихЪ въ слБдующей таблицЪ: 
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Таблица шестнадцати видовь заключительныхь груптб. 


Г каассъ: 


П классъ: 


| 01 | 


Ш клаесъ: | 
| 10 | 


Первый классь заваючаетъ въ себЪ только одинъ видъ, 
соотвфтетвующи двумъ шарикамъ на одной и той же клЪтЕЪ, 
или тремъ шарикамъ въ трехъ посаЪдовательныхь каЪткахъ. 
пли, наконецъ, двумъ шарикамъ, раздфленнымь двумя посд% - 
довательными клФтками. 

Второй классь состоитъ изъ девяти видовъ, приводи: 
мыхъ въ одному шариву въ ввадратЪ изъ девяти клЪтокъ. 

т. ретёй классз содержитъ шесть остальныхь видовъ, ко- 
торые никогда не могутъ быть приведены менфе, чёмъ къ 
двумъ шарикамъ, какимъ бы преобразовамямь ни подверга- 
лось ихъ распредъалене на квадрат изъ девяти калЪтокъ. Этн 
виды всегда состоятъ по крайней мфрЪ изъ двухъ шариковъ, 
никогда не встрёчающихся ни на одной и той же лини, ни въ 
одной и той же колонн». 

Отсюда мы заключаемъ, что для опредълешя класса( съ 0-мъ 
1-мъ или 2-мя шариками въ остатЕЪ) нЪтъ никакой необходи- 
мости приводить розыгрышъ въ заключительному квадрату изъ 
четырехъ каЪтокъ, а достаточно пользоваться квадратомъ въ 
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девять каЪтокъ. Тфмъ не менфе однако, какъ мы уже сказали, 
приведене солитера къ заваючительной группЪ на четырехъ 
каЪткахъ чрезвычайно полезно для ознакомлен!я съ теорей 
игры и въ высшей степени остроумно. Въ этомъ именно и с0- 
стоитъ главнымъ образомъ преимущество способа Гермари пе- 
редъ способомъ доктора Рейса. 


— == 


Приложения теории. 


Очевидно мы можемъ представить себЪ солитеръ съ опре- 
дЪленными границами какой угодно формы и съ какимъ угод- 
но числомъ клфтокъ. Легко предположить его даже неправиль- 
нымъ, образовавшимся изъ обыкновеннаго посредствомъ уни- 
чтоженя въ этомъ послфднемъ нЪеколькихъ клЪтокъ въ сре- 
динф или по краямъ. Но какова бы ни была его форма, не- 
несомнЪнно одно. —что всякая задача, неразрьшимая для без- 
граничнаго солитера, тЪмъ боле неразрьшима для солите- 
ра, заключающагося въ опредЪленныхъ границахъ. 

Докажемъ теперь слфдующую теорему, обратную предъ- 
идущей. 


Теорема УП. — Ужобы имьть возможность, пользуясь 
общим правилом, перейдти отз одного даннаго положе- 
ния безграничнаго солитера кз другому также данному, 
необходимо и достаточно, чтобы оба эти положешя 
амтли одинаковую заключительную группу в5 одномё и 
томё же квадралть изз четьурехь клютокд. 

Въ самомъ дЪалЪ, отъ перваго положения всегда можно пе- 
рейдти къ заключительной групп% , а отъ нея въ свою очередь, 
ко второму, измфняя лишь 65 обратномь смысль порядокъ и 
цифровое обозначеше тЪхъ ходовъ, которые ведутъ изъ этого 
послЪдняго къ той же самой заключительной групп. ЗамЪ- 
тимъ здесь, что измёненшемъ хода въ обратномъ смысаЪ на- 
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зывается замфна хода со ставкой ходомъ со взяткой; такъ 


что, слВдовательно, ходъ со взаткой или со ставкой До- 


б 


С 
жень быть зам ненъ ходомъ со ставкой или со взяткой —. 


т. 


Слвдовательно, чтобъ на обыкновенномъ солитер% перейд- 
ти отъ одного положешя шариковъ въ другому, необходимо 
прежде всего убфдиться, — имфютъ ли оба эти положен!я одну 
и ту же заключительную группу на квадратЪ изъ четырехъ 
каЪтокъ. Впрочемъ, этого условйя всетаки недостаточно, тавъ 
какъ и при существоваши его задача можетъ оказаться не- 
разрьшимой. Отсюда мы закаючаемъ, что приведенная нами 
теорйя требуетъ большой проницательности со стороны самого 
играющаго: но она всетаки оказываеть громадную услугу 
въ томъ отношеши, что даетъ возможность избЪжать многихт 
безплодныхь попытокъ, позволяя отличить задачи, не допу- 
скающия теоретическаго рЬшения. 

Въ предъидущей теоремЪ мы раземотр$ли общую задачу 
солитера, опредЪляя услов1я возможности перехода на немъ 
отъ одного даннаго положешя въ другому, тоже данному. Въ 
посафдующихъ же теоремахъ мы займемся только случаемъ 
розыгрыша, состоящаго, какъ извЪетно, въ приведеши дан- 
наго числа и расположен1я шариковъ на солитерЪ къ одному 
шарику. 

Возвращаясь къ соотвфтственному квадрату въ девять клЪ- 
токъ, выведенному путемъ разсмотрьвя заключительныхъ 
группъ, относящихся къ одному изъ шестнадцати классовъ, 
мы получимъ са5дующия три теоремы: 


Теорема МИ. — Если данное начальное расположен 
шариковь позволяете достигнуть розыгрыша нъсколькими 
различными способами, то заключительныя клютки необ- 
ходимо будуть соотвьтственныя. 
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Теорема !Х. — Если данное начальное расположеше ша- 
риковх ие можеть быть приведено кз одному шарику на 
какой нибудь заключительной кльти, то его нельзя при- 
вести кз одному шарику и на соствътственной ей заклю- 
чительной кльткъ. 


Теорема Х.— Если нельзя получить розыгрыша, вы- 
0дя изо какой нибудь начальной кмытки, то его нельзя 
будет5 также получить и выходя изз соотвизпственной 
начальной кльтки. 

Эти три теоремы представаяютъ лишь частные случаи тео- 
ремы \П. 


—=-- 


Возможность и невозможность розыгрышей на солитерЪ изъ 
37-ми КЛЬТоКЪ. 


Разсмотримъ сначала заключительную группировку шари- 
ковъ на заполненномъ солитерЪ. ДФлаемъ четыре теоретиче- 
скихъ тройныхъ хода: 

13 31 37 173: 

15 БТ 57’ 175, 
тогда у насъ получится соотвЪтотвенное положене, образуе- 
мое квадратомъ изъ двадцати пяти шариковъ, которое, по спо- 
собу, указанному въ прим5рф Ш, приводится къ одному ша- 
рику въ влЬткЪ 44. Стало быть, заполненный солитерь в 
37 кльтокз даеть заключительную группу втораго класса. 

Приведенный нами случай чисто теоретический, потому 
что на практивЪ нельзя сдЪлать при заполненномъ солитерь 
даже и одного тройнаго хода. Но полученный результатъ даетъ 
возможность опредфлить видъ заключительной группы для ка- 
кой угодно начальной клЪтки. ДЪйствительно, мы видфаи, что 
съ теоретической точки зря безразлично— берется ли ша- 
рикъ съ какой нибудь каЪтки или ставится на нее, такъ какъ 
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по общему правилу дозволяется прибаваять по два шарика на 
одну и ту же кабтку (Теорема 11). Сабдовательно, закаючи- 
тельная группа заполненнаго (кром одной клфтки) солитера 
сводится къ двумъ шарикамъ : одному— на клЪтк$ центральной 
и другому —на ближайшей къней и соотвЪтственной съ началь- 
ной клЪткой. Если эта послёдняя окажется какой нибудь изъ 
ЕлЬтокъ 44, 33. 35, 53, 55. то розыгрышъ возможень, что 
мы и доказали раньше на примфрахъ, пользуясь частнымъ 
прав иломъ, 

Вообще, на солитерв въ 57 кафтокъ розыгрышь возмо- 
женъ, когда за ‘начальную принимается одна изъ шестнадцати 
клЬтокъ, совокупность которыхъ составляетъ заключеше за- 


дачи ириколетв (пр. Г\, стр. 99) а именно— 
13, 15, 24, 31, 34, 371, 42, 43, 
45, 46, 51, 54, 57, 64, 73, 75; 

Для всЪхъ остальныхъ случаевъ розыгрышъ невозможенъ. 


эа2252— 


Изслфдоване солитера въ 41 влЪтку. 


Солитеръ въ 41 каЪтку отличается отъ предъидущаго толь- 
ко добавочными клзтками 04, 40, 48, 84. Переставимъ нахо- 
дящеся въ нихъ шарики на соотвтетвенныя кафтки— 34, 
43, 45, 54: Снимемъ, посредствомъ тройнаго хода, шарики 
34, 44, 54 и положимъ два изъ нихъ въ каЪтку 44 (теор. П), 
а затзиъ снимемъ, при помощи тройнаго хода, шарики 43, 
44, 45. Тогда останется только одинъ шарикъ 44 въ центр. 
Слёдовательно, заполненный солитерз в5 41 клютку даетв 
заключительную группу втораго класса, какъ и солитеръ 
вЪ 87 каЪтокъ, что доказываетъ возможность теоретическаго 
рёшеня на немъ не только задачъ, относящихся къ этому по- 
сабднему, но также и другихъ, соотвфтетвующихъ случаямъ, 
когда за начальныя катки берутся находянияся въ верши- 
нахъ квадрата добавочныя кльтки. 
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Что же касается практическихъ рёшенй, то изъ нихъ въ 
настоящее время извЪстно лишь одно, уже приведенное нами 
(стр. 81); оно представаяетъ собою розыгрышъ, полученный 
при начальной влфткЪ 46 и заключительной 42. Изъ него мож- 
но вывести, пользуясь способомъ взаимности и горизонталь- 
ной симметри, обратное рьшеше, принявъ за начальную клЪ- 
тку 42, причемъ заключительной будеть 46. Для другихъ 
теоретически возможныхъ случаевъ. по мнн!ю Гермари, прак- 
тическаго рёшешя не существуетъ, хотя это еще имъ и не до- 
казано. Мы предлагаемъ читателю заняться изучешемъ этого 
вопроса, рьшеня котораго указало бы, можетъ быть, новые 
критер!и относительно невозможности тзхъ или другихъ ро- 
зыгрышей. 


—=-- 


Изсл5доване солитера въ 33 клфтки. 


Солитеръ въ 33 катки наиболфе употребителенъ въ Гер- 
мани. Онъ отличается отъ обыкновеннаго только тфмъ, что въ 
немъ недостаетъ четырехъ кафтокъ 22, 26, 62, 66 (ф. 35). 


13 23 33 |431 53 6 


Сдвлавъ на этомъ солитерв теоретически тройные ходы, 
18, 23, 63, 73, 31 32 33 34 35 36 37 
15°25’ 65’ 75’ 51.52 53’54 55 5657 
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мы увидимъ, что на доскЪ не останется ни одного шарика. 
СлБдовательно, заиолненный солитеурз вх 33 кльтки даете 
заключительную группу перваго класса. Такимъ образомъ 
теоретически розыгрышъ всегда возможенъ; но мы сей- 
часъ увидимъ, что, согласно съ мнЪшемъ доктора Рейса, и 
практическое рьшеше задачи также осуществимо даже при 
томъ условш, если за начальную и заключительную кл 
тки принимать кавя угодно, лишь бы он были соотвьт- 
ственны между собою. 


Чтобы убфдиться въ справедливости сдфланнаго вывода, 
возмемъ примЪръ. Такъ какъ правила симметрии облегчаютъ 
выборъ начальной катки, то мы предварительно обратимся 
Бъ таблиц%, гдЪ приведены группы симметрическихъ клЪтокъ 
для обыкновеннаго солитера; при этомъ мы, разумЪется, не 
примемъ въ разсчетъ третью группу таблицы, такъ какъ зак- 
лючаюцщияся въ ней клЪтки не вошли въ разсматриваемый 
нами солитеръ; и затЪмъ, возьмемъ за начальную катку ка- 
кую угодно изъ находящихся въ семи остальныхъ группахъ, 
наприм$ръ,— 

44, 74, 54, 51, 24, 55, 52. 


Изъ нихъ соотвфтственны между собою: двз первыя. три 
слЪдующия и три послЪдня. 

Соединимъ теперь каждую изъ выбранныхъ нами началь- 
ныхЪ каЪтокЪ съ ея соотвЪтственной, какъ заключительной; 
тогда у насъ составится приводимая ниже таблица, гдз въ 
первомъ столбцЪ указанъ порядокъ розыгрываемыхъ парт, 
во второй—начальныя клЪтки (Н. В.), а въ третьей— заклю- 
чительныя кафтки и розыгрышъ (3. В.). Въ этой таблиць 
приведено 28 розыгрышей; но, принявъ во внимаше примча- 
шя, помфщенныя въ четвертомъ столбцё, слфдуетъ пользо- 
ваться только розыгрышами относительно которыхъ нётъ при- 
уъчанй. 


8 
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Таблицы двадцати-восьми розыгрышей въ солитерф изъ 
33-хь влЬтокъ. 


ПРИМЪЧАНТЯ. 


1 

2 

3 › 47 Наклонно-симетричныя съ №2... ....... 
4 › 14 Вертикально-симметричныя съ №2........ 
5 › 41 Горизонтально-симметричныя съ № 3. ...... 
6 74 44 Воананыя ор: №2; соо лы О 
7 › 74 то О ИМЕ и Са 
8 > 47 п ачечене аа 

9 › и ле ве ое И 
10 ; 41 Горизонтально-симметричныя съ № 8. ,...., 
11 54 54 оке ЗЕ м Аи 
12 › 57 О А ИРА 
13 › К РИ МНЕ ие ЧИСТО рф, 
14 › 51 Горизонтально-симметричныя съ № 12....., 
15 57 54 ВАНИЕ ОД аа о ов 
16 › В ат. > 

17 › А кибте ее а 

18 > ` т А о О 

19 24 54 Вавимиыясеь №873 „Г.. Е 
20 > 57 Вабимныя: ОРТ о -а  д к 
21 › о НЫ ВЕ #929 обе х 

22 > 51 Горизонтально-симметричныя съ № 20...... 
23 55 55 ь лье об ета а. Зы 
24 › В ео ее Е" < с ЗЕЕ. 
25 › 25 Наклонно-симметричныя съ № 24........, 
26 52 55 Воаниныя ор Зее с. им 
21 > 52 М, я Е оо Ире 
28 › 25 


Теперь намъ остается только разсмотрёть шестнадцать 
главные розыгрышей, порядокъ которыхъ мы обозначаемъ 
римскими цифрами. 
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Таблица шестнадцати главныхъ розыгрышей въ солитерЪ 
изъ 33-хъ клЪтокЪ. 


| съ 44 по 44 10:4 съ 54 по _ 24 
П 44 э. 14 Хх » 57. ъ'’-24 
Ш ПА .^>, 74 Хх > Ба» 51 
ту РА 47 ХИ а в 
у › 714 э 4 хШ У 55: $0055 
УТ › 64 › 54 ХГУ УЗ ББ Е» 152 
УП 54. › 57 ху > 52+ 131252 
УШ 57 57 ХУТ 525.25 


Розыгрыши, полученные докторомъ Рейсомъ. 


1 Розыгрышь.—Съ 44 по 44. 
64 56 44 52, 73 15 45 13 54 35 65 15 45 37 57 
48 51 6451 53’ 73635352 55’ 15’ 35’ 25’ 35’ 31’ 
6. 23 ЗЕ 43 51.52 31 1434 13- 32-38 
3 


34 37 25 46 
РУ Е Е 32” 33’ 84’ 54 


Онъ представаяеть второе рьшеше тройнаго креста (за- 
дача, ХП стр. 88), независимо отъ солитера въ 37 каЪтодЪ. 


И Розыгрышв.—Съ 44 по 14. 


ЗдЪеь сафдуетъ замфнить посаЪдн!й ходъ предъидущаго 
розыгрыша ходомъ тр согласно общему способу зам$ны за- 


ваючительныхъ клЪтокъ. 


Ш Взыгрышв.— Съ 44 по 14. 
Подобнымъ же образомъ слЪдуетъ замфнить первый ходъ 


предъидущаго розыгрыша ходомъ - - сообразно съ общимъ 
способомъ замфны начальныхъ та 
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17 Розыгрышь. — Съ 14 по 47. 
54 652 44 73 74 54 51 31 32 43 51 63 34 13 15 
74’ 54’ 64° 53’ 54’ 525351 5363’ 53’ 13’ 32’ 33’ 13 
43 13 32 56 75 5& 57 37 36 & 67 65 24 44 25 
23° 33’ 34’ 54’ 5556655’ 5756’ 65’°55’° 2544 16’ 45’ 


Въ этомъ розыгрыш заключается ‚три тройныхъ хода, съ 
той и съ другой стороны; они относятся къ рядамъ 11, 
20 и 26. 


т Розыгрыш. —Съ 14 по 14. 
Начинаютъ двадцатью четырьмя ходами предъидущаго 
розыгрыша и, зат$мъ, продолжаютъ: 
34 55. 57 25 ББ 36 34 
36° 35° 55° #5’ 35’ 34’ 14. 


71 Розыгрыш.—Съ 54 по 54. 
56 75 5& 7& 53 73 43 51 63 33 41 53 28 31 43 


ни 


54’ 55’56’°54 55536353’ #3’53°43’33’° 13° 33’ 28 
13 15 25 34 13 32 45 37 57 3& 37 25 56 Ш 36 
33°’ 13’ 23’ 32’ 38° 34’ 25’ 35’°37’36°35 15’ 36°46’ 56’ 
56 
т 


ЗдЬсь шесть тройныхъ ходовъ, съ той и съ другой сторо- 
ны, относящихся къ рядамъ 9, 8, 11, 14, 20, 29. 


Уп Розыгрыше.— бъ 54 по 57. 
Онъ получается зам$ной хода предъидущаго розыгрыша 
ходомъ ры 
ог 
И Розыгрылшв. —Съ 51 по 57. 
Первый ходъ предъидущаго рьшешя замфняется здЪеь 
55 
57. 


ходомъ 
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1Х Розыгрыш». —Съ 54 по 24. 
Начинается двадцатью семью первыми ходами \"Ш розы- 
грыша и, затфмъ, оканчивается ходами: 
56 54 46 44 
54° 35 21 


Хх Розыгрышв.— Съ 51 по 24. 
Въ немъ первый ходъ предъидущаго рёшеня замЪняется 


— 
ходомъ>°. 
57 


Х1 Розыгрыш. — Съ 57 по 51. 

Начинаютъ шестью первыми ходами предъидущаго розы- 
грыша: двадцать четыре сафдующихъ хода выводятся по спо- 
собу горизонтальной симметрии изъ соотвфтетвующихъ ходовъ 
УТ розыгрыша; оканчиваютъ ходомъ е 

хи Розыгрышь.—Съ 24 по 24, 

44—36 16 341 37 57 56.46 37..25 32 13 34 
24°34’ 35’ 36° 3537’ 36° 25°35°&5°34’°38°32’ 33° 81’ 
52 43 31 23 54 75 73 45 75 56 64 44 63 42 14 
32° 23’ 33° 13° 56°55°75°65 55 5 #142’ 13° 11’ 34 
44 
а 

ЭдЪсь пять тройныхъ ходовъ съ той и съ другой стороны; 

они относятся къ рядамъ 3, 9, 12, 18, 98. 


хШ Розыгрышз.—0ъ 55 по 55. 
63 13 965 65 52 23 5 51 31 вы вы 
55’53’73°63’°58’53°52’°53°51 52’ 63`53°’13’°65°55’ 
65 25 47 5650 1552 34 5 зы 
#5°35’&5°35°25’35 15’25°36’°35’34 5354 
53 
ЗдЪсь съ той и съ другой стороны шесть тройныхъ хо- 
довъ, относящихся къ рядамъ 6, 12, 15, 18, 21, 27. 
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ХГУ Розыгрыш. —Съ 55 по 52. 
Посл дай ходъ предъидущаго рьшеня замфняется здЪсь 
54 
ходомъ-. 
ХТ Розыгрыш. —Съ 52 по 52. 


Первый ходъ предъидущаго рЪшевшя замфняется здЪсь 
54 


ходомъ 
хи Розыгрыше.—Съ 52 по 25. 
Начинается двадцатью восемью первыми ходами предъ- 
идущаго розыгрыша и оканчивается ходами: 
43,4 23 
23 24 4 
Примъчиие. Сл5довало бы разсмотрЪть точно также и 
задачи, относяпияся въ солитеру въ 4] кафтку; но онъ, пови: 
димому , представляетъгораздо больше трудностей. Существуетъ 
еще и много другихъ солитеровъ; изъ нихъ мы, вмфеть съ 
Гермари, въ особенности рекомендуемь вниманю нашихъ 
читателей тотъ, который выводится изъ солитера въ 4] каЪтву 
посредствомъ уничтоженя двухъ противоположныхъ крайнихъ 
БлЬтокъ 40 и 48. Заключительная группа его принадлежитъ 
къ первому классу; рЬшен!я на немъ интереснЪе, чБмъ на со- 
литер въ 41 клтку, и возможны въ большинствЪ случаевъ, 
если не во всЪхъ; впрочемъ, этотъ поса5дюй вопросъ остает- 
ся еще не выясненнымъ. 


== 


Солитеры различныхъ порядковъ. 


Задачи, относяпияся въ солитерамъ различнаго порядка, 
основываются на условии, въ силу котораго дозволяется пе- 
ремфщать шарикъ чрезъ » посаЪдовательныхь кафтовъ и сни- 
мать всяый разъ по шарику въ каждой изъ нихъ. Въ этомъ 
состоитъ и правило ходовъ на солитерь п’аго порядка. 
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Теоря игры въ подобномъ солитерь совершенно та же. что 
и въ обыкновенномъ или въ солитерЪ перваго порядка. При- 
нязъ извъетные четыре постулята въ примвнени къ данному 
случаю, мы получимъ сл$дующия теоремы: 

Теорема Х!. — Всегди можно тпетенести какой-нибудь 
шарикь черезь п--1 послюдовательныхь кльтокё 65 ка- 
комё-нибудь направлении, или по лищи, или по колон. 


Доказательство этой теоремы сходно съ доказательствомъ 
теоремы Ш. 


Теорема ХИ.— Всегда возможно перенести два шари- 
ка ‘из5 одной и той же клыки черезь п посльдовитель- 
ных5 клтокд. 

Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ, что А и В будутъ двЪ 
каЪтки, раздфленныя между собою » посл$довательными каЪт- 
ками— а, а,... а». Тогда, сдфлавъ изъ А въ В сначала од- 
нимъ шарикомъ ходъ со ставкой, а потомъ другимъ — ходъ со 
взяткой, мы доважемъ теорему. 

Теорема ХШ. — Два какижё угодно шарика можно пе- 
ренести в5 какую угодно кльтку. 

Для этого достаточно доказать, что можно перенести два 
шарика изъ какой-нибудь ка5тки А въ смежную съ ней В. Въ 
самомъ дЪлЪ, теорема Х1 дозволяетъ переставить два шарика 
изъ кафтки А черезъ и--1 поса5довательныхь кафтовъ по 
направленшю АВ, а теорема ХП даетъ право вернуть оба шари- 
ка въ В, т. е. переставить ихъ черезъ ® кафтокъ. 

Теорема Х!\У.— Всегда можно положить два шарика 
одновременно на п какихь нибудь клютокз или снять их 
65 125 ЖЕ КЛЮтОб. 

Дьйствительно, предположивъ, что всЪ я клЪтокъ послЪ- 
довательны, для доказательства теоремы стоитъ только сдЪ- 
лать взадъ и впередъ два хода со взяткой на и клЪткахъ. 

На основани предъидущихъ теоремъ, можно вывести сл$- 
дующя предложеня относительно закаючительной группы: 
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Если данз какой-нибудь квадрате изз (п-- 1} клютоке, 
то кз нему вседа можно привести заключительную 
группу какого угодно расположеня шариковё на солитерь 
п-нао порядка. Эта группа будет состоять из5 0 или 
1 шарика в5 каждой клютакь квадрата и, кромь того, из5 
нъкотораго числа шариков, которые могут быть размъ- 
щены гдъь угодно при услови перемьацить ихё парны- 
ми группами. Воличество таких групиз равнятся 0д- 
ному изз чисель — 0, 1, 2......(п—1). Слюдовательно, 
заключительная группа можеть принять п (п--1)* раз- 
личныхь видовг, характеризующие столько же си- 
стемз таких соотвътственныхь положений, при кото- 
рыхь нельзя перейдти изз одного в другое ни при каком 
количествь 2000865. 

Теперь остается прибавить еще новый постулятъ, состо- 
ящ въ томъ, что дозволяется измёнять на одинъ шарикъ со- 
держимое каждой изъ ия--2 послвдовательныхь кафтокъ ВЪ 
положительномъ или отрицательномъ смыслв. Въ этомъ слу- 
чаЪ шарики, передвигаемые группами каждой изъдвухъ могутъ 
быть сняты и число отдФльныхъ системъ сводится въ (#--1)*. 

Что же касается числа системъ, приводимыхъ Еъ одному 
только шарику, то оно всегда равно (и-=2)®. 

Эти теоремы далъ Гермари; онЪ послужили отвЪтомъ на 
предложенные мною ему вопросы относительно солитеровъ раз- 
личныхъ порядковъ. 


ГЛАВА У, 
ВИНАРНАЯ НУМЕРАПТЯ, 


Размышлеше въ связи съ практическимъ 
придожешемъ выясняетъ идеи и даетъ возмож- 
ность находить сокращенные методы, изобрз- 
тев1е которыхъ льститъ самолюбию, удовале- 
творяетъ умъ своей правильностью и даетъ 
средство производить съ удовольствемъ ра- 
боту, непрАятную по своей сущности. 
(У.-Фадие Воцззеац.— лез Сот{е5310т5). 

Случается, что истина какъ бы стремится 
на встрЪчу тому, кто ее отыскиваетъ; часто 
между желашемъ, ожиданемъ и осуществае- 
немъ не бываетъ даже промежутка. 

(Мощезашец.— Варроте зи Гизаде 4ез СЛат- 

4ез Вёпайе$) 


умерацю обыкновенно считаютъ основнымъ 
>® ариеметическимъь дЪйстйемъ, необходимымъ 
Е 5) условемъ всякаго счета; но это— крупная 10- 
гическая ошибка, потому что свойство чисель 
существуетъ независимо отъ какой бы то ни 
было системы нумерации. 

Нумеращя есть чисто условный языкъ, поз- 
воляющий произносить и писать одни числа 
при помощи нЪеколькихъ другихъ въ разговорЪ посредствомъ 
звуковъ, а въ письм$ — посредствомъ особыхъ знаковъ или 
цифръ. Основнымъ дзйстнемъ ариеметики служить процессъ 
образованшя чиселъ, т. е. сложене; но десятичная система ну- 
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мераци представляетъ болЪе сложное дЪйстве, такъ какъ она 
заключаетъ въ себф и сложеше, и умножеше вмфетЪ. Число 
45, напримЪръ, является въ десятичной систем результа- 
томъ умножения 4-хъ единицъ на 10 и прикладыван!я въ про- 
изведеню 5-ти единицъ. ИзвЪстно, впрочемъ, что десятичная 
_ система нумеращи есть сравнительно позднее создашн арие- 
метики. 

| Понятно, что счеть деслаиками. сотнями или группами 
изъ десяти десятковъ, тысячами или группами изъ десяти с0- 
тень можно было бы замфнить какимъ угодно другимъ, напр. 
парами, тройками и т. д.. и даже дюжинами. Еще Арието- 
тель замфтиль, что число четыре могло бы вполнф замфнить 
собою число десять. Въ 1687 г. Вейгель опубликовать по- 
этому поводу планъ тетрактической ариометики (АгиЪ- 
тшбИаче &тасйдие). 

Если число десллть принято почти единогласно за основан!е 
системы нумерации, то это обусловливается, вЪроятно, устрой- 
ствомъ руки, точно также вакъ большая часть единицъ м%- 
ры у древнихъ народовъ заимствовалась обыкновенно изъ 
размвровъ оконечностей человЪческаго тфла: напримЪръ, 
р1е4— ступня (футъ), сопаве— локоть и проч. Въ Х\П сто- 
л5тш Мельхиседекъ Тевено старался отыскать универсальную 
единицу мфры, принимая въ соображеше правильность и ра- 
венсотво сотовыхъ ячеекъ “). 

НовЪйция единицы мфры установлены на болфе прочныхъ 
основашяхъ и опредфляются геодезическими, физическими и 
т. под. соотношенями, какъ напр., метръ, длина математи- 
ческаго маятника и пр. 


*) С. Нешу.— и вгидй йпотте аи топае, потте 4'693е, потте 4е 
сои". Рамз, 1819, р. 122. 
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Бинарная система. 


Такимъ образомъ вообще система нумерации основывается 
на употреблени единицъ различныхъ порядковъ, изъ которыхъ 
каждая содержитъ въ себЪ предъидущую опредфленное число 
разъ. Число единицъ одного какого нибудь порядка, необхо- 
димое для составленя единицъ слфдующаго порядка, назы- 
вается основащемз системы нумераци, которое должно рав- 
няться покрайней м$рЪ двум. Въ самомъ дЪлЪ, если бы взять 
за основан!е одинх, то единицы различныхъ порядковъ ока- 
зались бы равными между с0бою и тогда, въ сущности, не 
было бы никакой системы нумеращи. Съ бинарной ариоме- 
тикой познакомилъ насъ Лейбницъ. Основан!емъ принятой имъ 
системы служитъ число 06, такъ что вс числа можно писать 
при помощи только двухъ знаковъ-— (и |, съ тёмъ лишь усло- 
вемъ, аналогичнымь условю десятичной нумеращя, чтобы, 
считая отъ 1вой руки къ правой, каждая посл5дующая цифра 
была вдвое больше своей предъидущей. Такъ, по этой систем® 
числа два, четыре, восемь, шестнадцать и т. д. напишутся 
слфдующимъ образомъ— 

10, 100, 1000, 10000 ит. д. 
а числа три, пять, одинадцать, двадцать девять въ такомъ 
виДЪ— 


*- 


1, 101, 101, 11101. 


—$25==232— 


Дуодецимальная ‘система. 


Симонъ Стевинъ, уроженець города Брюгге (ум. въ 1688 
году), предлагаль нЪкогда дуодецимальную систему нуме- 
ращи, близко подходящую къ нашему счету мЪсяцевъ въ году, 
часовъ въ суткахъ или градусовъ въ окружности. Но пере- 
мфна теперешней системы произвела бы слишкомъ много не- 
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удобствъ сравнительно съ небольшими преимуществами, до- 
ставляемыми принятемъ за основане нумеращи числа д6%- 
надцать. ПозднЪе, Отюстъ Вонть замфтиль, что строеше на- 
шей руки, состоящей изъ четырехъ пальцевъ съ тремя суста- 
вами въ каждомъ или изъ двфнадцати суставовъ, противо- 
полагаемыхъ большому пальцу, могло бы дать способъ, приба- 
вивъ два большихъ пальца, состоящие изъ двухъ суставовъ, 
представлять себЪ вс числа включительно до 18 разъ 12, 
такъ что современемъ легко было бы пр!обрёсти привычку 
считать по суставамъ, руководствуясь дуодецимальной си- 
стемой быстрфе и дальше, чфиъ по пальцамъ на основаши де- 
цимальной системы. Однако, въ настоящее время отъ этого 
остроумнаго способа сохранилось одно только сдфланное Огю- 
стомь Вонтомъ сравнеше четырехъ пальцевъ и привоностяв- 
ляемаго имъ большаго со взводомъ изъ четырехъ солдатъ, 
предводительствуемыхъ капраломъ. 


—===22=— 


Преимущество бинарной системы. 


Въ этой системв нумераци всЪ ариеметичесвя дЪйств!я 
приводятся въ ихъ простЪйшему виду. Сложеше, напримВръ, 
сводится къ самой элементарной форм: 7 и 1 даютё 0в4, 
ставлю ноль и 1 удерживаю в умь. Пифагоровой таблицы 
умножения здЪсь не существуетъ, или, лучше сказать, отъ 
нея остается только — одинажды одинз— одинз, такъ что умно- 
жене дЪлается посредствомъ простаго перемвщеюя цифръ 
умножаемаго отъ правой руки къ лЪвой; при двлеши же не при- 
ходится отыскивать частное на-угадъ; кромЪ того, эта система 
лучше всякой другой годилась бы для устройства ариемети- 
ческой машины, если бы у насъ уже не было прекраснаго 
ариомометра Томаса (изъ Вольмара). Кстати, я долженъ при- 
бавить, что бинарная система дала мнф возможность найдти 
первыя числа гораздо большей величины, чЪмъ кавя были. 
извфетны до сихъ поръ и что, на основанши ея, я составить 
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планъ механизма, посредствомъ котораго легко опредфлить 
числа весьма значительной величины *). Однако эта система 
не удобна, вслфдетв!е громаднаго количества знаковъ, необ- 
ходимаго для изображеня сколько нибудь большаго числа. 
Впрочемъ Лежандръ въ своей Тйботе 4ез М№ тёбгез, указалъ 
чрезвычайно хороший способъ писать большя числа по бинар- 
ной систем$. Возьмемъ напр. , число 11183445; раздвливъ его 
на 64, получаемъ въ остаткЪ 2] и въ частномъ 174,741. Это 
послвднее, будучи раздфлено на 64, даетъ въ остаткф 2] и 
въ частномъ 2730. Наконецъ, раздъливъ 2730 на 64, полу- 
чимъ въ остаткЪ 42 и въ частномъ 42. Но 2] выразится по 
бинарной системЪ въ видЪ 10101, а 42 въ видЪ 101010; слБдова- 
тельно, предложенное число можеть быть написано такимъ 
образомъ: 
101010101010 010101010101. 


—===2=— 


Жекимъ. 


Система бинарной нумерации даетъ объяснеше китайскаго 
символа, называемаго /#е—кимё или Ве—кингз (книга пе- 
ремнъ) и приписываемаго Фоги, древвзйшему изъ китай- 
скихъ законодателей. Этотъ символъ состоитъ изъ 64-хъ ма- 
ленькихъ фигуръ; каждая фигура представаяетьъ собою шесть 
горизонтальныхъ, параллельныхь лин, частью цзльныхъ, 
частью перерывающихся посрединЪ. №е—кимъ долго приво- 
дилъ въ отчаяне китайскихъ и европейскихъ ученыхъ, тщет- 
но старавшихся объяснить его сколько нибудь удоваетвори- 
тельно, пока, наконецъ, знаменитый Лейбниць, сопоставивъ 
различныя черточки таинственнаго символа съ радомъ чиселъ, 


*) См. мой мемуаръ подъ заглав!емъ: „Весйегсйез зит изеит; оизтадез 
Че Твопата ае Газе, её зиг аетзе8 диезНотз ФатИитейчие зиречеиште.— 
Воше, 1877. 
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написанныхъ ино бинарной системЪ, не догадался, что бинар- 
ная ариеметика можеть служить ключемъ къ загадкЪ и что 
Ае—кимъ есть ничто иное, какъ рядъ шестидесяти четырехъ 
первыхъ чиселъ, изображенныхъ по систем, имфющей осно- 
ванемъ 2, но только въ обратномъ порядЕЪ. Въ самомъ дьлЪ, 
если изобразить единицу посредствомъ горизонтальной цфаль- 
ной черты ‚ а ноль посредетвомъ перерываю- 
щейся —— ——; если, кромЪ того, условиться писать еди- 
ницы различныхъ порядковъ не справа на-лЪво, а снизу 
вверхъ и принять во вниман!е свойство числа не измёняться 
въ величин® отъ прибавления къ нему слЪва одного или нъсколь- 
кихъ нулей, то окажется, что китайсыя письмена, составлен- 
ныя изъ шести горизонтальныхь лин, могуть быть объяс- 
нены, какъ показываетъ приложенная здЪсь таблица. 


Китайск!е знаки Изображене ихъ по би- 'Звачеше ихъ въ обще- 
Жекима. нарной систем. | принятомъ вид». 

== == 000000 Я 

== = 000001 1 

== == 000010 2 

== == 000011 3 

= —= 000100 1 

= = 000101 5 


Въ этой, такъ удачно разрьшенной, загадь» Лейбниць 
усмотрёлъ даже эмблему сотворешя мра, вызваннаго изъ ха- 
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оса волею Божества, точно также, какъ всф числа въ бинар- 
ной систем созидаются изъ нуля и единицы. ‘Онъ до такой 
степени уваекся своей идеей, что совЪтовалъ отцу Буве, мис- 
с1онеру въ ВитаЪ, развить ее передъ богдыханомъ съ цфлью 
склонить его къ принятю христанства. Мы. нисколько не 
намфрены поддерживать этого сомнительнаго прим$неня науки 
къ тайнамъ теолог!и и приводимъ его здЪсь лишь вакъ любо- 
пытный фактъ изъ истори бинарной ариеметики. Замтимъ, 
впрочемъ, что эта идея явилась у Лейбница цодъ вмянемъ 
пифагорейской философии и что велик! ученый, безъ сомнфя, 
и самъ не придаль бы ей большаго значеня, чЪмъ она того 
заслуживаетъ. 


Коллекщя гирь. 


Прежде всего мы дадимъ таблицу двухъ первыхъ чисель, 
написанныхъ по бинарной систем: 


| | |} 
1 1 9 1001 | 17. 10001 | 35 11001 
2 10 | 10 100 18 10000 |.26 | 1100 
3 О то ето |798 11011 
| 100|| 12 1100 | 20 | 10100 | 53 | 11100 
5 101 || 13 1101 | 21 10101 | 29 11101 
6 110 || 14 1110 || 22 10110 30 11110 
7 го пм 12 р тм |311 7150 
| 1000 | 16 | 10000 | 24 | 11000 | 32 | 100000 

| 


Ее легко продолжить неопредфленно, такъ какъ извЪстно, 
что любая ариеметическая величина можеть быть составлена 
посредствомъ сложеня чиселъ: 

о иж. 
представляющихъ, не искаючая и единицы, всё цфлыя сте- 
пени отъ 06/25. Но при этомъ сложеши каждое число должно 
быть взято только одинъ разъ. Другими словами, всякое цЪлое 
число есть сумма различныхъ степеней отъ двухъ, считая еди- 
ницу за му.6вую степень этого числа. Такое свойство чиселъ 

9 
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можно бы утилизировать въ торговл, пользуясь, для взвЪши- 
ван!я цфлаго числа какихъ либо вЪфсовыхъ единицъ, напри- 
мЪръ граммовъ, коллекщей гирь вЪсомъ въ 
Тер., 2 тр... &тр.,. 8 гр., 16 трь, 32 гр., ит. к. 

Тогда шесть гирь позволяли бы взвъшивать до 68, аи 
гирь до 2^— ] граммовъ. 

Но коллекщи устраиваются совершенно другимъ способомъ 
и завлючаютъ въ себЪ только гири въ 


тр. вр. ра ре то, , Гр. 
Гл. кро 2. пр. РЖ н,, Од. гр. 
а. р. 2, про Ге кр.., ‚ Пр» 
к :. гр. 25. вр., дк. гр., 5 в. гр.; 


| д. гр. —декаграммъ (10 г.) 
4 Г. гр. —гектограмм (100 г.) 
к. гр. - килограммъ (1000 г.) 


вх 
= 


ел 


Въ самомъ ДаЪ, очевидно. что изъ чиселъ 1,2, 2, 5 
можно сложенемъ составить всЪ величины отъ 1 до 10. По- 
добныя коллекции представляютъ то преимущество, что нахо- 
дятся въ болфе тЪеной связи съ обыкновенной системой де- 
сятичной нумерации и, слфдовательно, пруемы взвъшивания не 
требуютъ никакого умственнаго напряжения. Но при бинарной 
системв можно употреблять меньше гирь, чЪмъ при деся- 
ТИЧНОЙ. 

Числа тройной прогресс. 


ЩО 3 9 они. т. д, 


отличаются подобнымь же свойствомъ, которое состоитъ въ 
томъ, что, складывая или вычитая ихъ извЪетвымь ©10со- 
бомъ, легко составить всевозможныя цфлыя числа. Это зам- 
чательное свойство объясняется очень просто при помощи тре- 
тичной системы нумерацш, измфненной введенмемъ отрица- 
тельныхъ знаковъ. Такъ, условившись, что минусъ, постав- 
ленлый надъ цифрами —1, 2, 3, ит. д., показываетъ, что ихъ 
положительныя значен!я должны быть отняты отъ числа, выра- 
жающагося цифрой сл5дующаго высшаго разряда, можно изоб- 
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разить всз числа десятичной системы пятью первыми циф- 

рами 1,2, 8, 4, 5 и нулемъ. Напримзръ, число 6 выразится 

посредствомъ 14, число "— посредствомь 13, и тавъ далфе. 
Примфняя это правило въ третичной системЪ, можно на- 


писать вс числа знаками |, 1 и 0. Напримфръ, числа 
С 


; 


легко представить въ сл5дующемъ видЪ: 


Вор о, НЕ 1105 111, 10 200) 


Этимъ свойствомъ можно бы воспользоваться и для взвЪ- 
шиван!я ТЪлъ, распредЪливъ соотвфтотвеннымъ образомъ 
гири въ | тр., Зтр., 9 гр., 27 гр., ит. д. на объихъ чаш- 
кахъ вфеовъ, для того чтобы, употребляя возможно меньшее 
число гирь различной величины, опредфлить вЪеъ тфла, выра- 
жающийся въ цфлыхъ числахъ. 

НапримЪръ, при помощи четырехъ гирь въ 1 гр.,Згр.,9 гр., 
27 гр., можно будетъ взвЪсить до 40 тр., а при помощи пати 
гирь въ | гр., 3 гр., 9 гр., 27тр. , 81 гр.,—до 121 гр. Вообще. 
посредствомъ 12 гирь: 


можно взвъшивать до ь (3" — 1) граммовъ. Геометрическая 


прогресоя съ знаменателемъ 3 ршаетъ задачу, предложенную 
Лабономъ, въ са5дующей формё. Иайдти рядё гирь, посред- 
ствомё которыхб мюжно было бы получать вс5 какого 
угодно ттьла в5 цълыхь числахь, — отз единицы и 90 суммы 
въъса всьжё употребляемыхь гирь, предполагая притом, 
что эта сумма должна быть наибольшею сравнительно 
с5 числомё иж *)- 


*) См. объ этомъ 4-е издане Баше, выпущенное Лабономт, стр. 154--156. 
9 
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Таинственный вЪеръ. 


Возьмемъ снова таблицу стр. 129 и напишемъ, одни подъ 
другими, въ первой колонн справа вс числа, послфдняя 
цифра которыхъ въ бинарной системЪ будетъ 1, во второй ко- 
лоннф — вс числа, вторая цифра которыхъ, считая справа бу - 
детъ единица, въ третей колонн — вс числа, третья цифра ко- 
торыхъ считая справа, будетъ также единица. Можно остано- 
виться на какой угодно колоннЪ, напр., на пятой, числа въ 
которой будутъ доходить до 31, а вообще для ой колонны — 
до 2—1. 

Составленной такимъ образомъ таблицей пользуются для 
отгадывав!я задуманныхъ кЪмъ нибудь чиселъ. Спросивши, 
ВЪ какой колонн задуманное число находится и въ какой 
его нЪтъ, слБдуетъ обозначить первыя единицами, а вторыя 
нулями и написать эти цифры въ порядЕЪ, соотв5тетвующемь 
расположеню въ таблицЪ колоннъ, отъ правой руки къ лЬвой. 
Тогда въ результать получится искомое число, выраженное 
въ бинарной системф. 


5 4: ов 
16 8 4 
17 9 5 
18 10 6 
19 11 г 
20 12 12 
21 13 13 
92 14 14 
3 15 15 
4 24 20 | 
5 25 21 
6 26 22 
21 27 23 
28 28 28 
29 29 29 
30 30 30 
31 31 31 
| 
16 Зы 2 1 
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Даля того чтобы легче перейдти отъ бинарной системы въ 
десятичной, подъ каждой колонной помфщены соотвфтотвую- 
ция степени числа 2. Таблицу пишутъ обыкновенно отдфль- 
ными столбцами на полоскахъ картона, расположенныхъ въ 
видь вера. Отгадывающий показываеть ихъ одну за другой 
тому, кто задумалъ число, и спрашиваетъ, на которой изъ нихъ 
оно находится. ЗатЪмъ, ему остается только сложить напи- 
санныя на полоскахъ внизу степени отъ двухъ и сумма ихъ 
дастъ задуманное число. Подобную же игрушку можно устроить. 
пользуясь также третичной системой номеращи, хотя это бу- 
детъ и нЪсволько труднЪе. 


—=—==— 


Двойная прогрессйя. 


Въ сл5дующей таблиц мы приводимъ рядъ изъ тридцати 
двухъ первыхъ чиселъ, начиная съ числа 2. Каждое изъ нихъ 
образуется черезъ постепенное удвоене своего предъидущаго, а 
всЪ вмЪстЪ они составляютъ послЪдовательныя степени числа 
2 и побинарной систем$ выражаются единицей съ однимъ, дву- 
мя, тремя, .... шестьюдесятью четырьмя нулями; въ алгебрВ же 
для изображеня ихъ служитъ число 2, помщенный надъ кото- 
рымъ справа показатель означаетъ, сколько разъ оно должно 
быть взято множителемъ. 

Въ приводимой ниже таблиц мы находимъ рядь чиселъ, 
который Ферматъ назвалъ двойной прогрессей. Изъ нея видно, 
что дая перемноженя между собою различныхъ степеней отъ 
дву, напр. девятой‘и одиннадцатой, достаточно только сложить 
показатели 9 и 11], чт составить 20, и тогда мы будемъ имЪть: 

2°Х2"=9”, или 512Х2048=1048516. 

Вообще, показатель произведеня двухъ степеней одного и 
того же числа равняется сумм показателей этихъ степеней 
Точно также показатель частнаго двухъ степеней равенъ раз- 
ности показателей дЪлимаго и дЪлителя. ИзсаЪдоваше и 0606 
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щен!е такого свойства степеней послужило, какъ извЪетно, 
основашемъ теор!и логариемовъ. 
Таблица степеней оть 2. 


1 

2 

3: 

4 

5 

[о 

Т 

8 

9 
10 1 
р | 2 
12 | 4 096 28 268 435 456 
13 8 192 29° | 536 870 912 
142 | 16 384 30 1 073 741 824 
15 32 168 31 2 147 483 648 
16 65 536 32 4 294 967 296 

у 


Не трудно также убфдиться, что для того, чтобы ускорить, 
напримфръ, вычислене шесть десятъ четвертой степени отъ 2, 
нужно помножить на самое себя его тридцать вторую степень, 
причемъ получимь— 

9“ —4994967296Ж4294967296=18 446 744 073 709 551 616. 

Говорятъ, что изобрьтатель шахматной игры попросилъ 
дать ему въ награду за это открыте одно зерно для первой 
каЪтБи шахматной доски, два для второй, четыре для третьей 
ит. д. до шестьдесять четвертой клЪтки, постоянно удвоивая 
число зеренъ ‚такъ что для послЪдней ему пришлось бы получить 


ихъ 2” По извъетной формул геометрической прогресейи, лег- 
ко провфряемой помощью вышеприведенной таблицы, мы бу- 
демъ имЪть: 
НН, 9" 
Въ предъидущемъ примфрЪ общее количество зеренъ хлЪба 
было бы 2"—]. т. е. приведенное нами выше число, состоя- 
щее изъ двадцати цифръ. безъ единицы. 


УП. —ВИНАРНАЯ НУМЕРАЩШЯ. 135 


Совершенныя числа. 


Двойная прогрессйя приводить насъ въ знакомству съ с0- 
вершенными числами, т. е. такими, которыя равны суммь 
входящихъ въ нихъ множителей, или—какъ нЪкогда гово- 
рили, суммЪ своихъ составныхъ частей (4ез рагЫз аЙио!ез); 
послфднее опредълеше боле точно, потому что исключаетъ 
самое число изъ ряда его множителей. Затьмъ недостаточ- 
ным5 называется всякое число. превосходящее сумму своихъ 
составныхъ частей, а изобильнымв (аЪоп4ати )—недостигающее 
такой суммы. Теор1я совершенныхъ нечетныхъ чиселъ еще не 
вполнЪ разработана; что же касается четныхъ, то всЪ они безъ 
поключеня содержатся въ общей формузЪ: 

№=9” (9—1), 

гДВ второй множитель (2°—]) долженъ быть числомъ пер- 
воначальнымъ. Отсюда видно. что въ этой формулб « саду- 
етъ давать не вс значеншя цфалыхъ чиселъ, но только тЪ изъ 
нихъ, для которыхъ множитель Р.=2а—] будетъь числомъ 
первоначальнымъ. Это правило было извфетно еще Эвклиду; 
но знаменитый геометръ не въ состоянш быль доказать, что 
такимъ образомь можно получить всЪ четныя совершенныя 
числа. 

Легко убфдиться, что Р. можеть быть первоначальнымъ 
лишь ВЪ томъ саучаЪ, когда само *х число первоначальное; 
впрочемъ, одного этого условя еще недостаточно; необходимо 
также, чтобъ и (2.1), въ свою очередь, было чиеломъ пер- 
воначальнымъ. Но теор1я совершенныхъ чисель представляетъ 
столько трудностей, что, при настоящемь развит науки, 
высшая ариеметика не можеть рёшить этого вопроса для ука- 
зателя «, превышающаго 100. До сихъ поръ намъ извзетно 
только восемь совершенныхъ чиселъ, которыяи помфщены въ 
приводимой здЪсь таблиц. 
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Таблица совершенныхь чисель. 


а | Я | 2&—1 Совершенныя числа. 
| 
1 2 2 | 3 | 6 
2е: {58 4 1 28 
а 16 31 | 496 
Но .1 64 | 127 8 128 
5 13 4 096 | 8 191 33 550 336 
6 | 17 65 536 | 131 071 8 589 869 056 
9 262 144 524 287 137 438 691 328 
8 | 31 [1073 141 824 |2 147 453 647 | 2 305 843 008 139 952 128 


Во второмъ столбць ея Для « не помфщено значенй 11, 

28 и 29, такъ какъ три числа 

2—1, 2—1, 9—1 
не принадлежать къ первоначальнымъ, потому что соотвЪт- 
ственно дфлимы на 28, 47 и 238. 

Здьсь кстати будетъ замфтить, что совершенныя числа 
всегда оканчиваются цифрами 6 или 8, что зависитъ съ од- 
ной стороны оть перодичности посл дней цифры степеней отъ 
двухъ, а съ другой стороны отъ того, что в6% =, кром и 
3, равняются числамъ кратнымъ 6, увеличеннымъ или умень- 
шеннымъ на единицу. Такимъ образомъ, если « равно числу 
кратному 6, уменьшенному на единицу, то посафдняя цифра 
М будетъ 6, хотя бы « даже и не было числомъ первоначаль- 
нымъ. Если Же * равно кратному 6, увеличенному на единицу, 
то число № будетъ оканчиваться цифрой 8 (ем. прим. 1, 
ВЪ БОНЦЪ КНИГИ). 


ГЛАВА УП. 
МЕЛЕДА. 


Возможно-ли довфрять людямъ, которые 
С настолько легкомысленны, что какую нибудь 
меледу возводятъ въ доктрину и нелфпые 
г предразсудки привимаютъ за настоящую ре- 
лигю? 
(Мат СЪагиег). 
Безуме до такой степени свойственно лю- 
дямъ, что даже ве быть безумцемъ, — значитъ 
быть имъ, но только въ другомъ родЪ. 
(Разса1. — Ренз6е$ }. 
Наука еще не рёшила, что такое сумашес- 
стве. Высшее ли это проявлеше умственвыхъ 
способаостей или упадокъ ихъ. Кто зваетъ, 
можетъ быть, почти все, что мы называемъ | 
велиз1емъ, глубиной, происходитъ отъ бол з- 
неннаго состояв!я мысли. 
(Ефсага Роё.— Назютт"ез еттаот@талтез). 


еледою называется игрушка, состоящая изъ 
волецъ. надЪтыхъ на челнокъ и удерживае- 
мыхъ на немъ нитями. Задача состоитъ въ 
>” томъ, чтобы освободить челнокъ отъ колецъ. 
Мы совЪтуемъ употреблять меледу о семи, 
восьми или девяти кольцахъ, которую легко 
найдти въ продажъ. При большемъ же коли- 
чествЪ ихъ, игра становится нелфпой, такъ 
вавъ съ прибавкою всякаго кольца число необходимыхъ ма- 
нипузящий, чтобы снять или надъть каждое изъ нихъ, уве- 
личивается вдвое; такъ, мы докажемъ впослфдетви, что Для 
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освобожденя челнока отъ 64-хъ колець потребовались бы 
милаьярды столётИй. 


Жо. — 


Историческя данныя. 


Игрушка эта изобртена очень давно. Едва ли не въ пер- 
вый разъ о ней упоминается въ одномъ изъ 222 трактатовъ 
Кардана, озаглавленномъ Пе Зи име Пт: ХХГ и появив- 
шемся впервые въ Нюренберг® въ 1550 году. Кром того, было 


Фиг, 36. 


еще нфеколько другихъ издан!й этого сочинен!я; французсвй 
переводъ его, сдЪланный Ришаромъ Лебланомъ, появился въ 
Париж подъ заглайемъ: Гез Когез 4’Иегопутиз Саг4апиз, 
4е 1а ЗибШиИе её зи Шез лтееп0пз, епзет Ме 41е; саизез 
оссиез её 1е8 таёзопз ФасеПез. Х\ книга этого сочинешя, 
составляющаго какъ бы энциклопедию науки и промышлен- 
ности въ ХУ столбтш, посвяшена играмъ, требующимъ остро- 
умия и ловкости и названа Варданомъ $и6 #16; ти Шез её исег- 
тез т. 6. замысловатыя и безполезныя мелочи. Мы приводимъ 
изъ нея выдержку, относящуюся къ описавю меледы въ пе- 
реводв Леблана (стр. 291): 

‹Этоть совершенно безполезный приборъ состоить изъ 
семи колецъ и желёзной пластинки шириною не болфе пальца, 
длиною въ ладонь, тонкой и гибкой. Въ ней на равномъ разсто- 
‚яви другъ отъ друга просверлены семь небольшихъ отверстй, 
расположенныхъ по всей длинф пластинки, а въ отверстИя про- 
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ДЪТО Столько же тонкихъ проволокъ. Нижн!е концы ихъ сво- 
бодны, тогда какъ верхне изогнуты такъ, что каждая изъ 
нихъ охватываетъ кольцо, непревышающее толщины пальца 
въ даметрь, и въ свою очередь удерживается са$дующимъ 
кольцомъ. Поэтому всЪ кольца, за искаючешемъ перваго, на- 
легаютъ другъ на друга и могутъ быть сняты, не всЪ разомъ, 
а черезъ одно’кольцо. Вс$ части прибора сдЪланы изъ желфза, 
точно также какъ и челнокъ, изображене котораго можно видЪть 
на приложенномъ рисункЪ. Длина и ширина челнока бываетъ 
различна, смотря по размфрамъ пластинки. Этотъ приборъ 
представляетъ собою чрезвычайно замысловатую игрушку». 

Описавъ способъ сниманя колецъ, авторъ прибаваяетъ 
въ заключение: ‹ Само по себЪ все это безполезно и можетъ быть 
прим нено только къ устройству замковъ съ секретомъ*). Ме- 
леда настолько же замысаоватая игра, какъ и шахматы, 
хотя послфдняя несравненно интереснфе и требуетъ больше 
остроумия. 


—<=:=>- 


Б!ограф!я Кардана 


По своему характеру, [еронимъ Карданъ представаяетъ со- 
вершенно искаючительное яваеше въ истори науки. Жизнь 
его — это положительно сплетене сумасбродствъ , противорё ий, 
низостей и преступленй:; онъ не остановился даже передъ 
убйствомъ спаутовавшаго во время игры съ нимь шулаера. 
Скалигеръ говорить о Варданъ, что онъ былъ выше вефхъ дру- 
гихъ аюдей, хотя часто позволялъ себЪ чисто ребячесве по- 
ступки. Лейбниць, считавций его сумашедшимъ, безумцемъ, 
тВмъ не менфе все таки изумаялся замфчательной сил его ума. 

Варданъ, одинъ изъ первыхъ, открыль способъ р шения урав- 


*) Д-ръ Брошь, предездатель норвежезой коммисаи на всехрной вы- 
ставкЪ 1878 г. говорилъ мнБ, что у него на родив крестьяне еше и теперь 
пользуются меледой дли запирашя своихъ сундуковъ и мБшковъ. 
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нен!Й третьей степени и вывелъ формулу, которая носитъ его имя; 
онъ предусмотрфлъ также способъ рЬшевия уравнений четвер- 
той степени, открытый впослЪдетв!и его ученикомъ Феррари. 
Наконецъ , онъ же изобрфлъ штативъ, употребляемый при мор- 
скихъ плавашяхъ для подвзшивания буссолей и, вЪроятно, 
тавже сцфилене зубчатыхъ колесъ, извЪетное въ механикЪ 
подъ именемъ универсальнаго сцьтленёя (ош иуегзе]). 

Барданъ родился въ 1501 году въ Павш, гдф поса%дова- 
тельно преподаваль д1алектику. метафизику и математику. СЪ 
1529 по 1550 г. онъ занимался медициной въ МиланЪ, по- 
томъ отправился путешествовать, побывалъ въ Шотландии, 
Англии, Нидерландахъ, Германи и снова вернулся въ Миланъ, 
гдЪ прожиль еще нЪеколько лБтъ, отдавая свое время то ра- 
бот, то разврату и азартной игрЪ. Его старший сынъ, точно 
также врачь, отравилъь свою жену и былъ казненъ; второй 
велъ такую безпорядочную жизнь, что отець нзоколько разъ 
сажалъ его въ тюрьму, потомъ отрЪзалъ ему ухо и, наконецъ, 
выгналъ изъ дома. Посльдн!е годы своей несчастной жизни 
Варданъ провелъ въ РимЪ, существуя пенаей, назначенной 
ему папой Григоремь ХШ и умеръ 75 л16тъ. Скалигеръ и 
де-Ту предполагаютъ, что онъ уморилъ себя голодомъ съ цз- 
лью доказать справедливость сдланнаго имъ предсказан!я 
относительно года и числа своей смерти. Въ МомоеЙе Взодга- 
Ре дбибге (Еалтийт Рой) помфщена подробная и интерес- 
ная б1ографля Кардана, написанная Викторьеномъ Сарду, изъ 
которой мы и заимствовали сообщенныя нами краткя свЪдЪ- 
Ня объ этомъ необыкновенномъ человЪЕЪ. 


—аезз=2ь - 


Б/ограф!я Валлиса. 


Второй изъ ученыхъ, описывавшахъ меледу, былъ знаме- 
витый англйсвй математикъ Валлисъ, которому принадле- 
жить замфчательная формула отношен!я окружности къ д1а- 
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метру *). Валлисъ родился въ 1616 и умеръ въ 1708 г. Въ 
течеше своей долгой жизни онъ основательно изучилъ всф су- 
ществовавиия въ его время науки. «Съ самаго дфтства, го- 
воритъ онъ, я старался проникнуть въ сущность всякаго зна- 
шя, руководствуясь не рутиной, не желашемъ удовлетворить 
праздному аюбопытству, но разумнымъ принциломъ, желанемъ 
развить свои способности». Въ 1649 г. онъ быль профессо- 
ромъ геометрии въ Оксфордекомъ, университетЪ, а потомъ, во 
время возвращеня Стюартовъ получиль мЪето придворнаго 
священника. Доказательствомъ замфчательной памяти этого 
знаменитаго математика можеть служить тотъ фактъ, что 
однажды ночью онъ въ умЪ извлекъ квадратный корень изъ 
числа въ ия7десять цифръ и утромъ продиктоваль рьшене. 
Во второмъ том его Алаебры (стр. 472) есть подробное 
описане меледы со множествомъ превосходныхъ рисунковъ. 
«Варданъ, говоритъ онъ, занимается въ своей книгв о 
замысловатых пустякахь тЪмъ же сцфплешемъ колецъ, 
которое нам5рены разсмотрфть и мы. Онъ причисляетъ меледу 
къ безполезнымь играмъ, т. е. къ такимъ, которыя не сопро- 
вождаются выигрышемъ и служатъ только для умственнаго 
упражнешя и говоритъ объ этой игр» такъ темно, что незна- 
комому съ нею раньше было бы очень трудно узнать, въ чемъ 
она ‘состоитъ. Мы употребили вс усилия дая того, чтобы 0бъ- 


*) Главный инспекторъ мостовъ и дорогъ Колиньонъ предетавилъ на кон- 
грессъ хранцузскаго общества преуспзяня наукъ, въ Монпелье, весьма инте- 
ресвое развит!е хормулы Валлиса съ цвлью доказать несоизм®римость вевзхъ 
степеней отношевая окружности къ д1аметру. 

Клъ числу предразсудковъ, раздвляемыхъ многими, принадлежать и мыель 
о невозможности найти квадратуру круга. Извфетно, что числа п и п? 
несоизмвримы. Но если бы возможно было доказать соизмримость одного изъ 
чиселъ т‘, п*, т!6 и т. д., то задача о квадратурз круга была бы р$шена; 
Говоря это мы, впрочемъ, не имъемъ въ виду привлечь кого либо изъ на- 
шихъ читателей къ такому трудному изсаздованшю, хотя въ молодые годы 
обыкновенно не пугаютея трудностей. Араго высказаль какъ-то въ академи 
наукъ свое наблюдеше, что попытки рёшешя ‘квадратуры круга ‘бывают 
многочисленнзе весной, чЪмъ въ остальвыя времена года. 
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аснить эту игрушку по возможноети просто, хотя съ нею го- 
раздо легче познакомить посредетвомъ манипулящй, чёыЪъ при 
помощи описан!я. Теорйя меледы приводить въ такимъ замф- 
чательнымъ выводамъ и такъ близко соприкасается съ ал- 
геброй, что несправедливо было бы не отвести ей маленькаго 
уголка въ этой наукЪ. Вся трудность игры заключается въ 
собиранш и разбиранш, въ сцфилени и разобщени колецъ. 

«Я не имЪю возможности опредфлить время появления ме- 
леды, но несомнфнно, что она была извЪстна раньше Варда- 
на, такъ какъ въ своемъ сочинении онъ не приписываетъ себЪ 
ея изобрьтен!я>. 


Изобрътене писца нотар!альной конторы. 


Озанамъ не говоритъ ничего объ игрЪ въ меледу въ своихъ 
Математическихь развлеченяхь. Въ Методической энци- 
клопеди (‹Епсуорёе шб(о@ ие»), а также въ Словарь 
игрз, («Пуейоппа!"е 4ез }фещх»), хотя и упоминается о ней, 
но лишь послЪ игры, извъетной подъ назвашемъ: я люблю 
м06го мчлго такимб-то и такимз-то: тамъ мы паходимъ 
описане и тъхъ перемфщенй, кавя нужно произвести для 
сниман!я колецъ, когда они всЪ подняты и для обратнаго на- 
низываня ихъ, когда они спущены. Только въ 1872 году поя- 
вилась, безъ имени автора. любезно сообщенная мн% генера- 
ломъ Пармантье, интересная брошюра въ 16 страницъ. подъ 
заглавемь ‹Геотёя игры вё меледу, составленная писцомв 
лонской ноторальной конторы». НеизвЪстный авторъ на- 
чинаетъ свою брошюру такъ: ‹«Люнъ приваекаетъ теперь къ 
себЪ внимане публики своей выставкой: поэтому каждый изъ 
сыновъ этого великаго города долженъ употребить вс$ усиля, 
чтобы угодить посфтителямъ его своими произведенями. Эти 
соображешя заставили скромнаго писца нотар1альной конторы 
издать въ свЪтъ свои изсаъдованя игры въ меледу. Сюжетъ, 
правда, ничтожный, но теоря новая и къ тому же придумана 


УП. —МЕЛЕДА. 143 


въ ЛонЪ. Цфль этого сочиневя будеть впоанф достигнута, 
если оно докажетъ. что меледа — игрушка поучительная и 
развивающая ». 

Авторъ брошюры приводитъ сначала подробный этимоло- 
гическ!й разборъ слова Васпепач ег, которымъ по французски 
называется меледа, причемъ находитъ, что его саБдуетъ пи- 
сать не черезъ ам, а черезъ о отъ латинскаго слова по4из *). 
Потомъ, указавъ на описашя меледы, существовавийя раньше, 
нонсвй писецъ излагаеть настолько же простой, насколько 
и изящный способъ обозначеня различныхъ комбинащй этой 
игры, позволяющий во всякую данную минуту опредЪлить 
порядокъ перемфщеня колецъ. Мы очень сожалфли, что поч- 
тенный продолжатель Вардана и Валлиса счель нужнымъ 
скрыть свое имя отъ публики: но недавно намъ удалось 
узнать, что это быль Луи Гро, совътникъ монской аппе- 
лящюнной палаты. Предлагаемая нами ниже творя меледы 
составляеть только развите основной мысли принадлежа- 
щей автору брошюры, а также наблюденй, сообщенныхч 
намъ Пармантье. Отъ себя мы прибавили лишь нЪоколько со- 
ображенй, имфющихъ цЪфлью показать, что этотъ маленьв!й 
приборъ, на который многе смотрятъ, какъ на простую игруш- 
ву, представляетъ, однако, своей постоянно изм5няющейся фи- 
гурой нагаядное изображене свойствъ бинарной системы но- 
меращи и математической теорш сочетанй. 


== 


Устройство меледы. 


Меледа состоитъ изъ двухъ главныхЪ частей: изъ челнока 


*) Мы пропускаемъ подробную лексиколог!ю слова Басцепая ег (сплетене 
колецъ), занимающую у Люка около трехъ страницъ, такъ какъ это не пред- 
ставляло бы интереса для русскихъ читателей. Что же касается русскаго на- 
звашя, меледа,то оно имзетъ одинъ и тотъ же корень съ еловомъ ‚, медленный“, 
меледный и не менфе хранцузекаго Басиепаи ег характерно дая игрушки, 
требующей много времени при сниманш большаго числа кодецъ. Пер. 
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и системы колець (фиг. 86). Челнокъ имфетъ форму обык- 
новенной металлической шпильки, вставленной свободными 
концами въ деревянную рукоятку, которую 'держатъ въ 1%- 
вой руБЪ, въ то время какъ правой передвигаютъ кольца. 

Система колецъ образуется: 

1) Изъ нькотораго числа одинаковой величины колецъ. 
даметръ которыхъ почти вдвое больше ширины челнока, а тол- 
щина почти вчетверо меньше ширины отверст!я этого посл®д- 
няго; велЬдетв!е этого челнокъ можно продЪть черезъ кольцо 
и въ свою очередь черезъ него легко провести не только одно 
кольцо, а даже два вмЪотЪ, 

2) Изъ тонкой прямоугольной пластинки одинаковаго раз- 
мБра съ челнокомъ, по всей длинЪ которой просверлено на 
равномъ между собою разстояни столько отверстий, сколько въ 
прибор колецъ. 

3) Изъ такого же числа тонкихъ проволокъ, связывающихъ 
кольца между собою; каждая изъ нихъ однимъ концомъ про- 
ходитъ сквозь отверсте пластинки и удерживается въ немъ 
помощью шарика или крючка, а другимъ огибаетъ соотвЪт- 
ствующее ей кольцо. 

Вся система устроена такимъ образомъ, что проволока, 
удерживающая свое кольцо, проходитъ и внутрь сосфдняго съ 
нимъ. Такъ, проволока перваго кольца проведена во второе, про- 
волока втюраго— въ третье и т. д.; но проволока тосльдняго 
не проходить ни въ какое другое. Сл$довательно, существуетъ 
громадная разница между расположешемъ перваго и послд- 
няго колецъ. Отличать кольца одно отъ другаго мы будемъ 
цифрами 1.2. 3, 4 ...., условившись начинать счетъ справа. 

Вольцо называется набдътымз или поднятыме, когда со- 
отвфтетвующая ему проволока проходить внутрь челнока, а 
этотъ посаъдшй продЪтъ сквозь кольцо. Въ обратномъ случаъ 
Кольцо называется снятым или опущенныме. Самая меледа 
называется собранной, когда всЪ ея кольца подняты, и 14306- 


\П. — МЕЛЕДА. 145 


ранной, когда всЪ они спущены и когда челнокъ находится 
внЪ системы колецъ. 


Перем5щене одного кольца. 


Представимъ себЪ. что мы держимъ лЪвой рукой въ гори- 
зонтальномъ направленти челнокъ меледы, уже собранной, т. е. 
въ томъ видЪ, какъ она продается въ магазинахъ. Легко убЪ- 
диться, что первое кольцо можетъ быть снято. Для этой цз- 
ли его берутъ правой рукой, подвигаютъ челнокъ влВво, 
снимаютъ кольцо и проводятъ сквозь отверст!е челнока. Та- 
кимъ образомъ, первое кольцо будетъь опущено. Надфть же 
его можно, дЬйствуя обратнымъ способомъ. Когда первое 
кольцо опущено, — втораго снять нельзя, третье же можно и 
снять, и снова надфть. Но если святы первое и третье коль- 
ца, то уже нельзя снять ни одного изъ остальныхъ. 

Такимъ образомъ изъ самаго устройства меледы можно 
вывести заваючеве вообще, что перемфщен!е одного кольца 
подчиняется саЪдующимъ правиламъ: 

1) Въ какомъ бы положении ни находились кольца меледы, 
первое изъ нихъ всегда легко снять, если оно надфто, и на- 
дЪтЬ, вогда оно снято. 

2) Для перемфщеншя, т. е. для поднят!я или опусканя каво- 
го-нибудь кольца, необходимо и достаточно, чтобы оно находи- 
лось непосредственно слфва отъ надфтаго кольца и чтобы 
это послъднее было единственнымъ надфтымъ кольцомъ, 1е- 
жащимъ вправо отъ перемфщаемаго. 

Въ томъ случаЪ, когда перемфщается только одно кольцо 
заразъ, ходъ игры называется обыкновеннымь или про- 
стымд. 


—жлесо-— 
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Перем5щене двухъ колецъ. 


Устройство меледы дозволяетъ также снять или надфть два 
кольца заразъ, хотя это возможно не для воЪъхъ, а исключитель - 
но лишь для двухъ первыхъ колецьъ. При употреблении такого 
према съ двумя первыми кольцами, игра идетъ быстрЪе, волд- 
стве чего и самый ходъ называется ускоренныме. Поднять 
или опустить ихъ возможно при всякомъ положени осталь- 
ныхь колець въ приборЪ. Однако нужно замфтить, что 
когда приходится надфвать оба кольца вдругъ, то’ крайнее 
слБдуетъ потомъ снять. Въ дальнфйшемъ изложеши мы зай- 
мемся сначала обыкновеннымъ ходомъ игры, который удобнЪе 
разсматривать съ теоретической точки зрЪв1я. а зат$мъ при- 
ведемъ таблицу, позволяющую непосредственно вывести тео- 
раю игры при ускоренномъ ходф. 


Т 6 5 4 3 2 1 
А === 


> > 
Е ее 
> 
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Для схематическаго представаешя разаичныхъ фазъ игры 
мы станемъ изображать челнокъ въ видЪ горизонтальной чер. 
ты, надфтыя кольца посредствомъ кружковъ, пом5щенныхъ въ 
соотвфтетвенномъ порядкЪ, надъ нею а снатыя — поесред- 
ствомъ кружковъ, помбщенныхь подъ нею (фиг. 37). Такъ, А 
показываетъ, что меледа изъ 7-ми колець совершенно разоб- 
рана, а В --что она вся собрава. С или Р получается изъ В 
посредетвомъ одного перемфщеня., а именно, опускашемъ 
перваго или втораго кольца. Е точно также получается изъ В 
однимъ перем щенемъ, если снять два первыхъ кольца сразу. 
Наконець Е изъ Г аегко получить перембщешемъ перваго 
кольца, остающагося всегда свободнымъ. Но Е изъ С непо- 
средственно получить уже нельзя. Эти замфчаня имфютъ силу 
при всякомъ положенш колець 4-го, 5-го, 6-го и 7-го. 

Въ положени С можно опустить только третье кольцо. а 
въ положени Е— только четвертое, если желаютъ перейдти ЕЪ 
положеню Е. Въ этомъ посафднемъ случаЪ, когда приходится 
опускать 3-е кольцо, сначала слфдуетъ поднять два первыхъ, 
а потомъ снова опустить первое, чтобы возможно было. за- 
тъмъ, опустить и 3-е. . 


Общая задача при игр въ меледу. 


На основанш предыдущихь правилъь предлагается слЪ- 
дующая задача: Даны два каких» нибудь расположешя ко- 
лець на челнок произвольной длины. Требуется опред- 
лить, вообще порядок и число перемьщенй, необтоди- 
мытё для того,чтобы перейдти отз одного даннаго распо- 
ложешя ко другому, причемз число передвижений ‘колец 
должно быть наименьшее. В частности же требуется 
опредълить порядок и наименьшее число перемощенй ко- 
лець для полнаго собираня или разбирая меледы. 

Сначала разсмотримъ этотъ вопросъ при условш, дозволяю- 

10* 
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щемъ пользоваться только простымъ ходомъ , когда перем щает- 
ся каждый разъ лишь по одному кольцу. Общую задачу этой игры 
можно рё шить непосредетвевно при помощи остроумнаго обозна- 
ченя, придуманнаго ллонскимъ изобрЪтателемъ. Вс кольца, отъ 
лавой руки къ правой онъ обозначилъ посредетвомъ характе- 
ристикъ 0 и 1 такимъ образомъ, что первое поднятое кольцо, 
начиная сл$ва, означено 1, а сл5дующия за нимъ вправо— по- 
перем®нно би 1, не принимая въ разсчетъ опущенныхъ колецъ. 
Что же касается этихъ посаЪднихъ, то они обозначаются по- 
ставленнымъ на соотвЪтетвующихъ имъ м$фотахъ знакомъ 
перваго поднятаго кольца, находящагося отъ нихъ по аЪвую 
сторону и нулемъ, если это кольцо снято. Другими словами, 
если разсматривать схему отъ лБвой руки къ правой, то не 
трудно видЪть, что всякое поднятое кольцо требуетъ иереляьны 
знака сосфдняго съ нимъ кольца по лЬвую сторону, — все рав- 
но, будетъ ли оно поднято или опущено, а всякое опущенное 
требуетъ постоянства знака л5ваго сос дняго съ нимъ кольца. 
Въ конц этой главы приведена таблица послфдовательныхъ 
ходовъ при игр$ въ меледу—съ обыкновеннымъ, схематиче- 
скимъ обозначенюемъ въ колоннЪ «схема» и съ обозначенемъ, 
привятымъ Гро, въ колонн «бинарная система». 


Обыкновенные ходы. 


Только что объясненное нами обозначене ходовъ представ- 
ляетъ число, написанное по бинарной систем. Разомотримъ 
какое нибудь расположен!е колецъ въ меледь. 


—===—_ 1101000; 


Изъ этого положеня можно перейдти въ два другихъ: пер- 


вое изъ нихъ характеризуется поднятемъ крайняго праваго 
кольца, что даетъ схему: 


=——===——= 1101001; 
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второе, выражающееся опускашемъ четвертаго кольца. имъетъ 


видъ схемы: => =— — — 1100111. 


При перзходЪ отъ первой схемы ко второй, мы увеличили 
соотв тетвующее ей бинарное обозначене на единицу, а при 
переход къ третьей уменьшили его на единицу. 

Подобная же перемфна происходить вообще при всякомъ 
расположени колецъ. Отсюда сафдуеть, что обыкновенный 
ходь при игр въ меледу вполнЪ соотв$тствуетъ посаЪдова- 
тельному образован чиселъ, написанныхъ по бинарной си- 
стемЪ, такъ что, собирая меледу, мы получаемъ восходящий 
рядъ чиселъ начиная отъ нуля, а разбирая ее = нисходящий 
ихъ рядъ. замЪтимъ, что при собирани меледы необходимо 
начинать перемвщешемъ перваго кольца, съ правой стороны, 
обозначеннаго 0, а при разбирани ея— перемфщенемъ пер- 
ваго кольца съ правой же стороны, но изображенное знакомъ 1. 

Для рьшеншя предположенной нами общей задачи, т, е. для 
перехода отъ одного какого нибудь расположеня колець къ 
другому, обозначаютъ схемы этихъ расположен! въ бинар- 
ной систем и опредфляютъ ихъ разность; посафдняя, если 
выразить ее въ десятичной системъ нумерации, и будетъ пред- 
ставлять собою наименьшее число перем щей, необходимыхъ 
для перехода изъ одного положеня въ другое. Чтобы выпол- 
НИТЬ это требоваше практически. придется или собирать или 
разбирать меледу, смотря по тому получится ли первое число 
обозначения схемы больше или меньше втораго. 


—+++- 


Число ходовъ. 


Посл всего сказаннаго легко опредфлить число ходовъ, 
необходимыхъ для полнаго собирая или разбирашя меледы, 
состоящей изъ 7-ми колецъ. Когда всЪ овЪ надфты, то у насъ 


получается обозначене: 
1010101, 
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или по десятичной системЪ: 
| 284-24.{-224-1=85. 

Слфдовательно, приходится произвести 85 перемъщенй, 
чтобы собрать или разобрать меледу изъ семи колецъ путемъ 
обыкновенныхъ ходовъ. Точно также для меледы изъ десяти 
колецъ нужно сдЪлать 632 хода, такъ какъ тогда у насъ по- 
лучится: 

29-27-25 23-2—682. | 

Вообще, если назовемъ Р„ число перемфщенй, необходи- 
мыхъ для собираня или разбиран!я меледы изъ 7 колецъ, то 
дая четнаго и, равнаго Эх будемъ имЪть: 


22 И 
ор --оре-а. Ш, 
и для » нечетнаго, равнаго 2,1 
Е . 2% #1—] у 
пр о о БаитЕох 


Такимъ образомъ 0бЪ эти формулы показываютъ,что Р» 
всегда равно наибольшему цфлому числу, заключающемуся 
въ одной трети выраженя 2”+1. 

Въ таблицф, приложенной въ заключении этой главы, мы 
даемъ схему шестнадцати первыхъ восходящихъ ходовъ для 
меледы въ 5, 6 или 7 колецъ, причемь колонна и показы- 
ваетъ посл довательность простыхъ ходовъ. КромЪ того, здЪсь 
также находится схема пятнадцати послфднихъ ходовъ для 
меледы въ 7 козецъ. Относительно числа ходовъ необходимо 
замътить, что хотя меледа собирается посредотвомъ 85-ти 
перемвщенй, но число ихъ можетъ быть увеличено до 127-ми, 
что мы и сдфлали, желая показать, какимь образомъ садуетъ 
подготовить расположеше колецъ къ снят!ю 8-го кольца, если 
бы оно входило въ систему. Именно этимъ разаичемъ въ тре- 
бовашяхъ задачи и объясняется разногласе въ счет ходовъ, 
встрзчающееся у трехъ авторовъ, писавшихъ о меледЪ. Го- 
воря вообще. для полученя самаго саожнаго расположеня я 


УИ.—МЕЛЕДА. 7х 8 


волецъ при простыхъ ходахъ, требуется количество перемЪ- 
мЬщен! равное числу, выраженному по бинарной систем» ря- 
_ДОМЪ  единицъ, т. е, количеству 2" —]. 

Эта формула представляетъ собою число сочетан!й, взятыхъ 
по одному, по два, ... по ® изъ и различныхъ предметовъ, 
такъ что игра въ меледу наглядно объясняетъ процессъ обра- 
зован!я сочетан!я безъ повторемй изъ  иредметовъ, а также 
указываеть порядокъ, въ какомъ эти сочетан!я садуютъ одни 
за другими. 


——==>- 


Сочетания. 


° ИзвЪетно, что вообще простымъ сочетанемъ или сочета- 
немъ безъ повторен изъ т буквъ, взятыхъ по у, называют- 
ся вс комбинащи /л буквъ, отлизающияся одна отъ другой 
только выборомъ элементовъ. а не порядкомъ ихъ размёщеня, 
Обозначивъ число сочетан!Й черезъ С», будемъ имфть: 

1-Е, ЕС, =” . 

Въ руководствахъ алгебры эту формулу выводять изъ 
выражешя (х --1)”, пользуясь биномомъ Ньютона и пола- 
гая х равнымъ единицф. Но теорема относительно числа со- 
четанй, повидимому, была извЪстна гораздо раньше формулы 
Ньютона, такъ какъ доказательство ея, вытекающее изъ 
основнаго метода математики, а именно — изъ наблюденя и 
индукцш, мы вотрчаемъь еще у древнихъ представителей 
этой науки. Вотъ въ чемь ово состоитъ: 

Возьмемъ четыре элемента а, 6. с, 4, составимъ изъ нихъ 
всЪ комбинаци, кавя только возможно и прибавимъ къ вимъ 
единицу, тогда у насъ получится: 

1, 
ат, Я 
аб. ас, а4. 6с. 64, с4, 


абс. аб. аса. 64, 
абс4. 
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Число вефхъ этихъ комбинащй равно 2%, Возьмемъ теперь 
пятый эалементъ е и составимъ новыя группы сочетанй, при- 
ставляя его къ каждому изъ предъидущихъ сочетан!й; тогда 
будемъ имфть: 


е, 

ае. фе. се, ае 

абе, асе, а4е, се, бае, сце. 
абсе, аф4е, ас4е, Ьсае, 
афе4е. 


Откуда слЪдуетъ, чго число вефхъ возможныхъь сочетаний 
изъ пяти элементовъ, увеличенное на единицу, вдвое больше 
того же числа изъ четырехъ элементовъ, т. е- равно 9°, 
ИТ: Д. 


Продолжительность манипулящй въ мелед. 


ПослЪ того какъ статья наша о меледЪ появилась въ Де- 
гие УсепиЙцие, мы получили отъ Гро весьма интересное 
письмо, изъ котораго приводимъ слёдующий отрывокъ: 

«Очень сожалЪю, что въ своей теори я не указаль вре- 
мени, необходимаго для собиран1я или разбираня меледы, Но 
я составилъ объ этомъ краткую замфтку, не появившуяся въ 
печати. Сообщаю вамъ свои выводы, которыми вы можете вос- 
пользоваться. если найдете ихъ подходящими. 

„ «Въ меледЪ всегда бываетъ нечетное число колець; это по- 
лезно для тъхъ, кому извфетно, что для полнаго разбирая 
меледы необходимо опустить сначала первое кольцо, а потомъ 
третье. Незнакомые съ теорей игры опускаютъ сначала два 
первыхъ кольца, потомъ четвертое, не подозр®вая того, что 
такимъ образомъ они удаляются отъ цфли и достигаютъ край- 
няго положения, когда на челнок»® остается только одна прово- 
лока послЪдняго кольца. 

«Сколько времени нужно для того, чтобы собрать или ра- 
зобрать меледу? 64 перемфщен!я можно безъ труда сдфлать 
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въ минуту, а если постараться, то и 80; но допустимъ 64, 
какъ среднее число, тогда 


такъ какъ 5 надзтыхъ колецъ требуютъ 21 перемвщевня, то необходимо 
будетъ употребить 20 сек. 


” 7 ‚ уз >> 85 ‚з т и, 
›? ы ‚, . 341 „> О: 20 5; 
‚’ 11 р ”’ 1365 „у 21 м. 20 . 

13 5461 1ч. 25 и. 20 „ 


В ‚, > ‚> ‚ 


Подобнымъ же образомъ дая 25 колецъ потребовалось бы 
боле 349500 минуть, т. е. чтобы разобрать меледу въ 25 
колецъ необходимо, при ежедневной 10 часовой работз, бо- 
лфе 582 дней. 


.. 


—*--0-0-°.— 


Ускоренный ходъ. 


Приведенная въ концЪ гаавы таблица содержитъ въ себ% 
еще колонну №, показывающую число перем щенй при уско- 
ренномъ ходЪ. Изъ этой таблицы видно, что ускоренный ходъ 
подчиняется слЪдующимъ правиламъ: 

.- 1) Первое и второе кольца должно поднять вмЪотф. 

2) Поднявши ихъ. сафдуетъ тотчасъ же опустить первое 
Больцо. 

Изъ таблицы, кромЪ того, видно. что 8 послЪдовательныхъ 
ходовъ обыкновеннаго перемфщеня— съ 1-го до З-го, съ 9-го 
до бит. д.— соотвЪтетвуютъ шести ходамъ ускореннаго; са%- 
довательно, если у выраражаетъ частное. а г=1, 2, 3, 4, 5, 
6, Т или 0 есть остатокъ при дЪлени и на 8, то получимъ 
саЪдующия выражешя для № ип: 


ива +1, №6, +1, 
п=8а -- 3.4,5 №—=6у —- 2,3,4, 
п=84 -- 6,7, №М—6. {5 
#=84 К= бу 


При ускоренномъ перемзщени весьма аегко опредЪлить 
число ходовъ. необходимыхъ для того, чтобы перейдти изъ 
одного расположеня колецъ въ другое. Въ частномъ случаъ, 
если обозначить черезъ О„ число перем щенй при собирав!и 
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меледы, то смотря по тому, будетъ ли ® нечетное и равное 
28-1 или четное и равное 2%, мы найдемъ 


926-1—22 и 628—2%—1—1, 


результатъ, полученный Пармантье другимъ путемъ. 


Таблица двоякаго рода ходовъ въ меледъ 


1 
2 


<> 


со — © > = 


0 
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Шестнадцать первыхь 100085. 


( 
( 
( 
( 
| 


0 

0 
0 
0 
00 
С 


о ю 


о 
О 


0 
у о 
0 
0 
о 


0 
( 
0 ( 
0 
( 


о 0 


О 


обозначене. 


Бинарное 


0000001 
0000010 
0000011 
0000100 
0000101 
0000110 
0000111 
0001000 


0001001 
000 1010 
0001011 
0001100 
0001101 
0001110 
0001111 
0010000 
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ВромЪ того, мы найдемъ, что выражане 


3. 2"—2—1 


представляетъ число перем5щевй, соотвзтствующихъ самому 
сложному положению меледы изъ 7 колецъ при ускоренномъ ходЪ. 


85 
86 
87 
88 
89 


90 


91 


92 
93 
94 
95 


Таблица двоякаго рода ходовъ въ меледф. 


п. 


Пятнадцать посльднихь 100085. 


СХЕМАТИЧЕСКОЕ ОБОЗНАЧЕНИЕ. 


| Бинварвое 
| обозназеше. 
1 


Др 1110001 
114 ——— 3 1110010 
п д 1110011 
116 ——щ 1110100 
117 Ым—ж——0 1110101 
118 ы—Ф———щ—— == 1110110 
119 дм 1110111 
120 —— - 1111000 
121 | = — 1111001 
1 | = ———=ыыы—=———— 0100 
123 | = 111011 
124 | ———— = 
125 | Ы—=——————— 1111101 
О жа еек. ки ова асвиео — ито 
127 | —————— 1111111 


ГЛАВА УШ. 
ТАКЕНЪ. 


Ага!.. И вы здБеь, господанъ Философъ! 
Что дълаете вы въ обществЪ этахъ лВнтяевъ? 
Неужели также тратите время на передвига 
ве деревяшекъ. 

Г 4его*.— Ге Мезен ае Ватеаи. 


Историческя свЪдЪнЯ. 


гра, извЪстная теперь подъ именемъ пакена, 
или игры в пятнадцать была избрътена въ 
Америк%, въ концЪ 1873 года, однимъ глухо- 
нЪиымъ, который случайно вздумалъ разиЪ- 
стить по порядку лежавшие въ ящикЪ номера. 
не вынимая ихъ оттуда. Такъ, по крайней м%- 
рф объяснилъ мвЪ происхождеше этой игруш 
ки въ Реймсв, на съфздь французскаго об- 
щества преуспЪявя науБъ, С ильвестръ, корресподенть Па- 
рижской Академ науБЪ и профессорь университета Гопкинса 
въ Балтиморъ. 

Съ самаго появлев!я своего такенъ вошелъ въ моду, по- 
лучиль всеобщее распространеше въ БалтиморЪ, въ'Филадель - 
фи и во всоЪхъ главныхъ городахь Соединенныхъь Штатовъ 
Офверной Америки. ВскорЪ потомъ онъ былъ привезенъ во 
Францию и приложенъ въ вид» премш въ различнымъ илаю- 
стрированнымъ и политическимь журналамь подъ назвашемъ 
двойнаго гальскаго кастета. УспЪхъ его въ Европ оказал- 
ся еще значительнЪе, чфиъ въ АмерикЪ. Впрочемъ воФранци 
не въ первый разъ подобныя новинки производятъ фуроръ. 
Башомонъ разсказываетъ, что въ 1746 году, весь Парижъ 
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приходилъ въ восторгъ отъ движущихся помощью швурковъ 
полишинелей и арлекиновъ. Не было ни одного дома, говоритъ 
онъ, гдЪ бы не висфли у камина тав1я куклы. Ихъ дарили дъ- 
вушкамъ, женщинамъ и до такой степени увлекались ими, 
что на бульварахъ, кром$ этихъ куколъ , почти ничего другаго 
и не продавали для новогоднихъ подарковъ». 

Математическая теоря этой игры была дана Вульсеемъ 
Джонсономъ изъ Аннополиса и обобщена В. Е. Стори; въ пе- 
чати же появилась впервые на страницахъ математическаго 
журнала Сильвестра °). Сначала мы воспользовались ‹.Залиьт- 
ками о такенъ> двухъ вышеупомянутыхъ авторовъ. Но впо- 
слЪдетви намъ удалось упростить объясненепр!емовъ этой игры, 
а также сдБлать въ ней довольно удачныя обобщен!я и выводы, 
съ которыми мы и нознакомимъ читателей въ настоящей главъ. 

Такенъ не только весьма интересная игрушка. но даже при- 
боръ, помощью котораго чрезвычайно легко дать наглядное 
понят!е объ одномъ изъ важнЪйшихъ отдфловъ алгебры, а имен- 
0—0 7160ёи детерминантовь, принадлежащей Лейбницу. 
Поэтому нельзя не согласиться съ редакторами Атесав }ои”- 
пай, что теорю и практичесые премы игры въ такенъ слъ. 
дуетъ считать своего рода подготовкой къ изученю этой части 
новфйшей алгебры. 


Описанте такена. 


На дн квадратнаго ящика или на шашечниц® въ 16 каЪ- 
токъ разставляютъ, какъ попало, столько же кубиковъ или 
шашекъ съ нумерами отъ ] до 16. Потомъ вынимаютъ одинъ 
изъ кубиковъ, а веб остальные, пользуясь пустой клЪткой, 


*) Атетсат Тоитпай оГ тайетайс$ рите ап@ арр@еа, раЪНей ап4ех 
Ве аазрусез оЁ Зоваз Норктз Ошуегзиу, Ваитоге, 1879. 
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передвигаютъ до т5хъ поръ, пока не приведутъ ихъ въ есте- 
ственный порядокъ, указанный на фигур% 38-й. 


Фиг. 38. 


ОсЕовное положене, 
Предположимъ, что мы разместили кубики на дн% ящика 
и сняли № 16, какъ это показано на фиг. 39, представляющей 
первоначальное положене такена. 


Фрг. 39.— Первовачальвое положенте. 


Пользуясь образовавшейся пустой каЪткой, можно пере- 
двинуть только одинъ изъ нумерованныхъ кубиковъ 5, 6, 2 
или 14, а затЪмъ снова одинъ изъ слфдующихъ четырехъ и 
т. д. Начиная игру, весьма естественно спросить себя: сколь- 
ко же существуетъ. первоначальныхъь положений вубиковъ, 
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нельзя ли привести ихъ всф къ основному положению и какъ 
это одфлать. 

Ниже мы докажемъ, что число первоначальныхъ положе- 
нЙ боле 20 триллюновъ, и потому такенъ смфло можно на- 
звать игрой съ постоянно новыми комбинащями. Точное число 
первоначальныхъ положенй равняется 

20 922 189 888 000: 
половину ихъ можно привести къ одному изъ четырехъ пря- 
мыхъ разм щен, когда №] находится на томъ или другомъ 
конц первой д!агонали квадрата (фиг. 40—43). 


[2 84 
5 


5 6 т 8 


Гэ 10 [11 | 12 


13 | 14 [15 16 | 


Фиг. 40.—Порядокъ 1. 


Фиг. 42.—Порядокъ С.. Фиг. 43.—Порядокъ Г 


Четыре прямыхъ размёщевя. 


Другую же половину можно всегда привести къ одному изъ 
четырехъ обратныхъ размёщенй, въ которыхъ № | пом$- 
щается въ какой нибудь изъ крайнихъ клЪтокъ второй д1аго- 
нали квадрата (фиг. 44—47). 

Другими словами, мы докажемъ, что всегда возможно распо- 
ложить кубики обыкновеннаго такена, состоящаго изъ шестнад- 
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цати влЬтокъ, въ естественномъ порядЕЪ номеровъ, помзстивъ 
№ 1 въ одинъ изъ угловъ квадрата. 


Фиг. 46.—Порядокъ С,. Фиг. 47.—Порядокъ 14, 


Четыре обратныхъ размыщешя. 


Но прежде чЪмъ р5шать подобныя задачи, необходимо при- 
вести нзеколько элементарныхъ объяснешй изъ теори ирямо- 
лчнейныхь и круговыхь перестановокз. 


Прямолинейныя перестановки. 


Разсматривая, въ четвертой глав, задачу о восьми коро- 
левахъ, мы уже привели основную Формулу этой теори и до- 
казали, что число способовъ, ведущихъ къ рази$щен!ю по пря- 
мой лини десяти различныхъ элементовъ, равняется произве- 
деню десяти первыхъ натуральныхь чисеть. Обозначивъ во- 
обще черезъ ж число элементовъ, а черезъ № число ихъ иря- 
молинеиныхь перемощенй, получимъ;: 

ха хаж ль жйь 
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СлЪдовательно, для семи элементовъ число перестанововъ 
будеть равно 5040. Тотъ же самый результатъь мы находимъ 
вЪ старинномъ сочинени: Аесгбаон$ та@йетайдиез её р№у- 
$ 4иез ди сопнеппет 1е5 ргоётез её 1е; диезНот8 1е5 рИиз 
гетагдиа ее 16$ рёиз ртгоргез а редиег 14а ситозйе, ций 
4ез тайетайдиез дие 4е 1а рруядие; (е 0иё тайёе Фипе 
татете @ (а рот! се 4ез Пес1еитз ди от зещетет диедиез 
соппалззатсез 166тез Че сез зс4епсез. Раг М. Отапат 4е 
ГАса6ие гоуа]е 4ез зслепсез. Рамз, 1778. 

Первое издаше этого курьезнаго сочиневя относится къ 
1692 году; въ немъ есть нёеколько ошибокъ, изъ которыхъ 
мы упомянемъ объ одной, находящейся въ рьшен1я слЪдующей 
задачи: «Семь человЪкъ должны были обфдать вмфетЪ и за- 
спорили о томъ. кому занять лучшия м%ста (безъ сомнфнйя, 
это происходило въ какомъ нибудь провинщальномъ город% 
вдали отъ столицы. наивно коментируетъ авторъ). Чтобы 
выйти изъ затруднев!я, кто-то предложилъ, наконецъ, сЪеть 
за столъ, какъ придется, но съ тЪмъ условемьъ, чтобы про- 
должать эти общие обЪды. м%Ъняясь каждый разъ м$отами, до 
тъхъ поръ, пока не истощится весь рядъ всевозможныхъ пере- 
мъщенй между обфдающими. Спрашивается, сколько обЪдовъ 
должно быть устроено для этой цфли». 

Число прямолинейныхь перемфщенй изъ 7Т-ми эаемен- 
товъ равняется, какъ мы видфли, 5040. Такъ что если счи- 
тать по одному обфду въ день, то дая рьшения спора потребо- 
валось бы около 14 аЪтъ, а будь число обфдающихь 18 чело- 
вЪв%, то имъь пришлось бы употребить на это нъскольк т 
лоновъ лЪтъ. Отсюда можно заваючить, что не сл5дуетъ быть 
слашкомъ щенетильнымъ въ выбор мЪста за столомъ при 
большомъ чисаЪ объдающихъ». 


Ра 


11 
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Круговыя перемфщения, 


Ошибка въ ршеши этой задачи состоитъ въ томъ, что 
Озанамъ разсматриваетъ вс мЪота, какъ совершенно различ- 
ныя. Но если разметить гостей за круглымъ столомъ и не при- 
нимать во вниман!е сосфдотва съ каминомъ, дверью или окномъ, 
то относительное положене обЪдающихъ между собою не изм$- 
нится, когда, по данному знаку. каждый изъ нихъ пересядетъ 
на сосЪдшй стулъ вправо. СлЪдуетъ ли считать эти два раз- 
мъщеня гостей различными? Конечно нЪтъ, если столь круг- 
лый. Такъ какъ подобнымъ образомъ гости могутъ пересажи- 
ваться шесть разъ вправо, то Озанамъ принималъ, вЪроятно, 
всЪ тавя перемфщен!я за различныя и потому нашелъ семь 
прямолинейныхь перемъщени, тогда какъ въ сущности полу- 
чается только одно круговое. СлЪдовательно, число объдовъ для 
семи гостей или круговыхъ перемфщенй изъ семи элементовъ 
будетъ только одна седъмая 5040 или 720. 

ВромЪ того, нужно замфтить, что гости, выЪето того, чтобы 
пересаживаться слЪва на право, могли бы пересЪсть справа 
налЪво, такъ чтобы сосфдъ, который былъ съ правой стороны, 
оказался потомъ съ аЪвой и наоборотъ. Сл довательно, полу- 
ченное число придется уменьшить еще вдвое, что составить 
только 360 обЪдовъ, и гости будутъ удовлетворены въ течене 
одного года. 

Намъ остается еще сказать нЪсколько словъ о переста- 
новкахъ элементовъ въ перемфщеняхъ, посл чего мы снова 
вернемся къ такеву. 


Перестановки. 


Изъ двухъ элементовъ—наприм®ръ., изъ цифрь Ти 2— 
можно составить два прямолинейныхъь перемфщешя: 
12 и 21: 
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Въ первомъ изъ нихъ цифры размщены въ ихъ есте- 
ственномъ порядк®, а во второмъ — въ обратномъ. Въ этомъ 
послВднемъ случаЪ говорятъ, что перемфщене заключаетъ въ 
себЪ иврестановку, потому что цифра 2 поставлена раньше 
цифры 1. 

Чтобы получить перемфщен!я изъ трехъ цифръ 1, 2, 3, 
мы приставляемъ цифру 3 къ каждому изъ предыдущихъ пе- 
ремъщен!й и тогда будемъ имЪть: 

123 и 213. 
здФеь нЪтъ новой перестановки, потому что цифра 3 стоитъ 
послЪ 1 и 2 на своемъ мЪстЪ. Но если мы переставимъ эту 
цифру черезъ одну влЪво. т. е. напишемъ: 

132 и 231, 
то введемъ одну перестановку въ первое перемфщеше и 
прибавимъ еще одну перестановку во второмъ. Передвинувъ 
цифру 3 еще черезъ одну валЪво, т. е. напасавъ: 

312 и 321, 
мы замътимъ, что въ перемфщени 312 заключается уже двЪ 
перестановки, а въ перемфщенш 321 — три. Теперь значене 
термина выяснилось само собой, и мы видимъ, что переста- 
новка является въ ряду различныхъ чиселъ, написанныхъ въ 
горизонтальной лини въ какомъ нибудь порядЕЪ, всяв!й разъ, 
когда большее изъ нихъ стоить по л$вую сторону меньшаго. 
Число перестановокъ въ данномъ перемьщен!и можно опредфлить` 
двумя различными способами: или 1) сосчитавъ для каждаго 
большаго элемента, число меньшихъ, находящихся отъ него по 
правую сторону, взять сумму полученныхъ результатовъ, или же 
2) сосчитавъ для каждаго меньшаго элемента число воъхъ боль- 
шихъ находящихся отъ него по лЪвую его сторону. точно так- 
же взять сумму полученныхъ результатовъ. Очевидно, что оба 
способа одинаково ведутъ къ цфли: но пользоваться ими с4$- 
дуетъ, смотря по тому, который изъ нихъ удобнЪе. 


—-++- 


33* 
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Два класса перемфщенй. 


Перем$щеня изъ 72 элементовъ дфлятся на два класса; къ 
первому принадлежать тЪ, которыя или вовсе не содержатъ 
перестановокъ или содержатъ ихъ чеётное число; а ко вто- 
ромур—всЪ перемвщеня съ нечетнымх числомъ перестано- 
вокъ. Чтобы отличить, въ которому изъ нихъ относится данное 
перемфщене. мы будемъ обозначать перемфщеншя перваго класса 
знакомъ--,а втораго знакомъ— .Такъ, перемфщенше-12 даетъ: 

—123, —132,--312 
а перем щене - 21 даетъ: 
— 213-231, — 321. 

Отсюда завалючаемъ, что оба класса содержатъ одинаковое 
число перемфщенй изъ двухъ или трехъ чисезлъ, и это спра- 
ведливо вообще для перемфщенй, состоящихъ изъ какого 
угодно числа элементовъ. Въ самомъ дфлЪ, чтобы составить. 
перем щешя изъ четырехъ элементовъ 1, 2, 3, 4, поставимъ 
сначала 4 въ ковцЪ каждаго перемфщеня изъ трехъ элемен- 
товъ, что, очевидно, не измёнить класса этихъ перем щений. 
Если же мы станемъ переставлять цифру 4 послЪдовательно 
влЪво, то знакъ перемфщения будетъ поперемънно измЪнять- 
ся; такъ, наприм$ръ,-|-231 дастъ при введени въ него чет- 
вертаго элемента: 

+2314, —2341,—-2431, —4231. 

Приводимая ниже таблица заключаетъ въ себ всф пере- 
иБщев!я изъ четырехъ элементовъ съ обозначенемъ класса, 
КЪ которому онЪ относятся. Въ первыхъ двухъ строкахъ ея 
обозначены два перемфщеня изъ двухъ элементовъ, и шесть 
перемвщенй изъ трехъ элементовъ, позволяющие уяснить се- 
0$, такъ сказать, генеалогию перемъщенй изъ четырехъ эле- 
ментовъ. 
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Таблица, показывающая генеалоею перемьщенй. 


Изъ этой таблицы мы видимъ, что число перемьщенй со 
знакомъ -- равно числу ихъ со знакомъ—, т. е. что число 
перемвщенй одинаково въ каждомъ классЪ. Это заключене 
можно обобщить и выразить въ слфдующей теорем, прини- 
мая ноль за четное число: 

Теорема 1.— Перемьщеня изг п элементов» раздъ- 
ляются на два класса с одинаковымь числомь членов в5 
каждом. Въ первому принадлежать перемьщеня сз чет-| 
ныме числом перестановок, @ ко-второму св нечетныме) 
ито числом. 

Влассъ перемфщен!я опредълить весьма легко, —стоитъ лишь 
сосчитать, какъ это было объяснено раньше, содержащееся 
въ немъ число перестановокъ, исключая при этомъ изъ полу- 
ченнаго результата кратное двухъ, какъ неоказывающее вл1я- 
ня на знавъ члена. х 
Обмны. 

Есаи въ какомь нибудь перемьщени мы помфняемъ м%- 
стами два рядомъ стоящихъ элемента. то перемфщенше изм%- 
нить свой знакъ, такъ какъ въ этомъ случаз мы‘увеличи- 
ваемъ или уменьшаемъ число перестановокъ на единицу. 
Вообще, если переставимъ одинъ элементъ въ данномъ пере- 
мЬщенши черезь р другихъ эалементовъ, то число переста- 
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новокъ измвнитея на количество одинаковой парности съ р; 
другими словами, если переставимъ одинъ элементъ черезъ 
2, 4.6. 8... послдовательно элементовъ, то классъ пере- 
мБщеня не измЪнится; а если тотъ же элементъ переставимъ 
черезъ 1, 8, 5, 7Т... послфдовательныхъ элементовъ, то 
классъ перемфщеня измфнится. Установивъ это, мы будемъ 
имЪть слБдующее предложене, извЪстное подъ назвашемъ 
теоремы Безу. 


Теорема |. — Взаимный обмънь мьстамидвутё каки 
нибудь элементовз в5 пепемющении измъняете его класс. 
Или, выражаясь общилье, четное число такихз обмъновз 
мъстами ньсколькихь элементов даннаго перемьщеня не 
измъняетв его класса и наоборотг. 

Въ самомъ дфл, чтобы убфдиться въ справедливости этой 
теоремы, достаточно доказать ея справедливость относительно 
обм$на м$стами двухъ какихъ-нибудь элементовъ. Предполо- 
ЖимЪ, что въ перем щени 

‚або, ВЯ 
мы обмфниваемъ мЪстами два элемента В, из, отстоящия одинъ 
отъ другаго на Р элементовъ. Тогда, переставивъ 5 черезъ р 
предшествующихъ ему элементовъ, получимъ: 
....В$46с....ЙЧ....; 
затЪмъ, переставивъ В черезъ (р--1) слфдующихь за нимъ 
эаементовъ, будемъ имЪть 
....Забе....Ё@В,.,..; 


слЪдовательно, число перестановокъ въ данномъ случаз измЪ- 
нилось на количество той же парности, какъ и (2-1), т. е. 
на число нечетное. 


Можно еще доказать саЪдующую теорему: общее число перестановокъ, во 
воъжь перемъщенлять изъ п буквъ, равно половинь произведенля, изъ числа этить 
перемьъщенй Р‚ на число сочетанй Сп,» изъ тльжь же т буквъ, взятыть по 2. 
Мы достигнемъ предположенной цФфли, пользуясь двуия способами--анали- 
ическимъ и синтетическимъ. 
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(С пособъ анамитичесвй. — Назовемъ черезъ Пз сумму перестановокъ во 
вевхъ перемвщешяхъ изъ п буквъ. Напишемь предварительно (и—1) разъ 
рядъ перемъщен!й изъ п буквъ, тогда общее число перестановокъ для нихъ 
будетъ (п--1) Оь; затЪмъ возьмемъ (п--Т)-й эдементъ и введемъ его въ каж- 
дое изъ перемвщенй, написавъ въ первомъ изъ нихъ на посльднемъ м$ст$, во 
второмъ—ва предпоследнемъ хЪетЪ, и т. д., наконець, въ предиослднемъ—на 
второмъ и въ послфднемъ—на первомъ; тогда въ каждомъ изъ этихъ пере- 
мвщен!И получится: 

0, 1, 2,..., &®—1), в 


вовыхъ перестановокъ, аво веЪхъ нихъ вмфетв — 


п (п: 1). такъ что 
э 5) 


Эа =(и--П) Р»--Ри =. г 


Полагая О.=Р» @в, будетъ имЪть: 


п 
„= О-- р 


Слвдовательно для п=1, 2, 3....., 


2 == 
= 9,=9,-—5...., О я : и 

сложиьъ почленно послфдная равенства, получимъ 

__ 1--2-....- (®—1)__ *@®—1) 

п 2 г. й 

Способ» синтетический, —Сумма перестановокъ въ двухъ перемъщеняхъ, 

изъ которыхъ одно обыкновенное, а другое написанное въ обратномъ порядкЪ, 
равна числу сочеташй изъ п элементовъ по два, или 


6, =5 "п—1). 


Такимъ образомъ мы имфемъ: 


1 т: 
С», = с: Е 9,=—1 и О,=Р„Ф»; 


откуда слздуетъ, что 
ы 1 
“ в 
9 -= "Сью ж 0, =5 Р,@и 


Примпчаме.—Подобнымъ же образомь можно бы было найдти сумму везхъ 
чиселъ, образуемыхъ перемфщен!ями двухъ, трехъ, четырехъ, ...., девяти 
первыхъ циоръ. Такъ, напримзръ, сумма чиселъ, образуемыхъ перемфще- 
в1ями изъ пяти цифръ 1, 2, 3, 4, 5, равняется 


1, х66666. 


Циклы. 


Опредълить классъ даннаго перем щеня можно значитель- 
но скорёе посредствомте такъ называемаго способа 4/4*.1065, 


168 МАТЕМАТИЧЕСКИЯ РАЗВЛЕЧЕНИЯ. 


принадлежащахго Джонсону. Возьмемъ какое-нибудь перемъ- 
щене. 
ЗБ ао; 4,2; 11:18:45: 9,3, 10,1. 
Напишемъ надъ этимъ рядомъ другой рядь изъ т%хь же 


чиселъ, но расположенныхъ въ естественномъ порядкЪ, а 
именно 


Числа: Е даа 

Эзенвнты: 8, 6, 12, 1, 5, 18 211, 13,15, 459; 310,7. 

Мы замфчаемъ, что подъ 1 находится 8, подъ 8—11, подъ 

11 —4, подъ 4 — 1; изъ этого соотвфтетв!я чисель состав- 
ляется 

Первый цикль: 1, 8. 11,4. 

Начавъ съ 2, составимъ 

Бтор”й цикл: 2, 6, 14, 10, 15, 1. 

Начавъ съ 3, цифры не встрёчающейся въ предъидущихъ 
циклахъ, будемъ имЪть 

Трей цикле: 8, 12, 9, 18; 

Наконецъ, остается еще, состоящий изъ одного только числа, 

Четвертый цикле: 5. 

Легко убфдиться, что взаимный обмфнъ мЪстами двухъ 
какихъ нибудь элементовъ увеличиваетъ или уменьшаетъ на 
единицу число цикловъ даннаго перем щеня, смотря потому, 
принадлежать ли эти элементы къ одному и тому же или къ 

` двумъ различнымъ цикламъ. Отсюда мы закаючамъ, что из- 
мфнене числа цикловъ имфеть одинаковую парность съ чи- 
сломъ взаимнаго обмЪна мфстами элементовъ перемвщевя, а 
это доказываетъ справедливость слфдующей теоремы. 


| Теорема 11. — Два перемьщешя принадлежать кб 09- 
| ному и тому же или кз двум различным классам, 
смотря потому, имьють ли одинаковую парность коли- 
чествц ил циклов или ноте. 
При этомъ слфдуетъ замфтить, что въ перемфщени, со- 
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стоящемъ изъ элементовъ, расположенныхъ въ естественномъ 
порядЕВ, число цикловъ равно числу элементов» *). 


Уклоненя. 


Разсмотримъ какое нибудь перемфщене изъ и элементовъ 
бе, В, ба, гы... 5 бу, 5 
Если назовемъ уклоненеме элемента разность между его чи- 
сленнымъ значешемъ и порядкомъ занимаемаго имъ м$ста, 
то, обозначивъ это уклонене черезъ е, будемъ имЪть: 
ер = а) — р. 

Введя такое услов!е, докажемъ слфдующую теорему: 

Теорема !\.— Исли в5 перемьъщенви изь ряда п нату- 
ральныхь чисель исключить какой нибудь элементе, то про- 
исшедшия всльдствве этого перемьна в5 числь перестано- 
воз будетг одинаковой парности кз уклонешямь элемента. 

Назовемъ черезъ а» искаючаемый элементъ, а черезъ ср и 
$» Числа перестановокъ находящихся соотвфтотвенно по пра- 
вую и по а5вую сторону отъ него; тогда, очевидно, перемфна 
вЪ числь перестановокъ, даннаго перемфщеня. обусловливае- 
мая исключешемь с, будетъ с» -- 5». Но число элементовъ, 
предшествующихъ а», равно (^„—1). и между ними 3» элемен- 
товъ большихъ, чфиъ а, а (р—1—°») меньшихъ его. Съ дру- 
гой стороны, число элементовъ, слёдующихь за а» и мень- 
шихъ его равняется с,. сложивъ два послфднихъ выражения, 


*) Въ журнал ‚,Га №Маите“ отъ 25 сентября 1880 г. помъщена статья 
подъ загланемъ ‚,/Л/осльднее слово чары въ такену‘, принадлежащая Шар- 
рону де Мондезиру. Въ вей мы находимь способъ цакловъ только въ н$- 
сколькако измфненной ‹орхЪ. Условившись называть четное число цикловъ 
даннаго перемзщев1я циклами парнаго порядка, а нечетное—циклами непар- 
каго порядка, будемъ имъть слвдующую теорему: перемъьщене принадлежитъ 
къ первому ‘нзассу, если число его цикловъ парнаго порядка и ко второму- 
если оно порядка непарнаго. На эту же теорему указалъ мн Деланнуа, 
бывиий воспитавникъ политехнической школы. 
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находимъ общее число элементовъ меньшихъ ар, Т.е. (^—1), 
сафдовательно 
ар— ]1=р— 1 —5р--сь 
Или 
Ч РО в6 
а прибавивъ четное число 25» будемъ имЪть 
@р == ср - 8р (Мод. 2) 


=== 


Число первоначальныхъ расположен номеровъ такена. 
Если обозначимъ нулемъ пустую каЪтку такена, то рас- 
положене его кубиковъ можно представить въ порядкЪ, ука- 
занномъ на фигур 35-й: фигура же 39-я даетъ одно изъ пе- 
ремфщенй этихъ шестнадцати номеровъ, а именно — 


7,4, 6,11 | 8,5,0, 2 | 9, 8, 14, 12 | 15, 13,1, 10 


Такъ какъ, пустая клЪтка можеть быть оставлена, гдЪ 
угодно, то число первоначальныхъ расположен кубиковъ та- 
кена равняется числу прямолинейныхъ перемёщений шестнад- 
цати элементовъ пли произведейю шестнадцати первыхъ чи- 
селъ, т. е. 

20.922.189.888.000. 

Въ томъ же случаЪ, когда незанятой оставаяютъ постоян- 
но одну и ту же каФтку, число первоначальныхь положенй 
будетъ въ шестнадцать разъ меньше. 


Невозможныя расположения. 


Условимся, какъ и раньше, предполагать, что въ каж- 
домъ изъ начальныхъ и заключительныхъ положений пустая 
ЕЛЬтка зам щается кубикомъ, который отмЪченъ #/.4ем5. На- 
пишемъ теперь всф цифры вачальнаго положеня кубиковъ въ 
какомъ нибудь опредфленномъ порядкЪ и въ томь же порядЕЪ 
напишемъ цифры основнаго положеня. Разсмотримъ оба по- 

` лученныя такимъ образомь перемфщеня, допустивъ при 
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этомъ, что клЬтки такена окрашены поперемфнно въ черный 
и бЪлый цвЪтъ, вакъ на шахматной досвЪ; тогда мы будемъ 
имЪть сл%дующее предложене: 

Теорема \. — Асли пустыя кльтки одинаковаго цвьта, 
то невозможно перейдти отз начальнаго расположешя кз 
заключительному другаго класса. Если же пустыя кльт- 
ки различныхь ц6%тов5, то, наоборотз, невозможно те- 
рейдти отз начальнаго расположевя кз заключитель- 
ному того же класса. 

Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ игра сводится къ зам нЪ, при 
каждомъ ходЪ, воображаемаго кубика съ нулемъ какимъ ни- 
будь кубикомъ, занимающимъ клфтку другаго цеъта, то въ 
первомъ случаъ, т. е. когда пустыя катки одинаковаго цвЪ- 
та, —возможно перейдти отъ начальнаго положешя къ закаю- 
чительному только посредствомъ четнаго числа обмзновъ, дру- 
гими словами— не измЪняя класса перем щеня; а во второмъ, 
т. е. когда пустыя ваЪтки различнаго цв$та, — переходъ отъ 
одного положеня къ другому возможенъ только посредствомъ 
нечетнаго числа обмЪновъ, — слдовательно, измВняя классъ 
перемёщеня. Этотъ выводъь примзнимь ко всякому общему 
случаю игры. 

Вънаписанныхъ нами рядахъ, выражающихъ посл дователь- 
ное расположеше кубиковъ такена, мы, очевидно, можемъ исклю- 
чить 0, если въ обоихъ случаяхъ онъ имфетъ уклонеше (6сат!) 
одной и той же парности. На практикЪ заключительное положе- 
не изображается рядомъ натуральныхъ чиселъ, написанныхъ въ 
ихъ послвдовательномъ порядкЪ:; что же касается начальнаго 
положеншя, то въ немъ дВлають предварительно нЪеколько хо- 
Довъ съ цфлью привести кубикъ, означенный нулемъ, на то м%- 
сто, какое онъ долженъ занимать при заключительномъ поло- 
жении. Тогда въ перемфщени 0 можно уже не принимать во вни- 
мане. Въ самомъ дЪдф, не трудно убфдиться, что если въ двухъ 
перемфщеняхъ элементы, больше или меньше сравнительно 
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съ другими, занимаютъ одни и тЪ же мфета, то ихъ можно 
исключить, не нарушая этимъ парности числа перестановокъ 
обоихъ перемфщений, 

Примфняя къ такену шахматную доску, весьма легко рас- 
ширить правила игры, допустивъ, что дозволяется снять ку- 
бикъ съ клфтки другаго цвЪта. чфмъ незанятая, и поставить 


его на эту посаЪднюю. причемъ теоря игры нисколько не из- 
МЪнится. 


==> 


Практичесне приемы игры въ такенъ. 


Возьмемъ снова перемфщеше изъ пятнадцати чиселъ: 
8.5618» Т, 5, 1% 2,11: 13,15,4,9;8,10, 7, 
и допустимъ, что мы имфемъ право перестанавливать всяк 
номеръ черезъ двЪ каЪтки влЪво или вправо. При такомъ усло- 
ви, очевидно, намъ легко будетъ распредЪлить всЪ номера въ. 
порядк$ натуральныхъ чисель, если перемъщен!е принадлежитъ 
къ первому классу. Въ самомъ дЪлЪ, переставимъ № 1 черезъ 
двЪ цифры ваЪво, тогда онъ станетъ на второмъ мЪетЪ; по- 
томъ, перемъстивъ 8 черезъ двЪ цифры вправо, получимъ: 
0.8, 18, 9, 14, 9, И, 13, 65,450,5,.10, $, 
№ 1 теперь на своемъ мЪстЪ. Переставимъ точно также 
№ 2 два раза черезъ дв цифры ва во; тогда онъ будетъ на- 
ходиться на третьемь мЪстЪ. а перемъетивъ 6 черезъ двЪ 
цифры вправо, получимъ: 
152:8,.6, 18; 5, 14, 11, 15, №5, 4, 9,8. 10,1. 
Затфмъ, мы перемьщаемъ два раза черезъ двЪ цифры ваЪво 
№ 3, а потомъ-точно также № 4; тогда у насъ получится: 
1,2, 3,4, 8, 6, 12,5, 14, 1, 13, 15,9, 0, 7, 
ит. д. Такимь образомъ всегда возможно размЪотить въ есте- 
ственномъ порядкЪ тринадцать первыхъ номеровъ. Что же 
касается двухъ послЪднихъ. то они окажутся или въ порядкЪ 
14, 15, если перемфщене принадлежить къ первому классу, 


уп.-—ТАКЕНЪ. 173 


наи въ порядкЪ 15, 14, если оно принадлежитъь ко второму 
классу. СлЪдовательно, этимъ способомъ можно составить двоя- 
каго рода перемфщения или— 

У Я, Эокь 94, 
или— 

2. Зы. ДВО: 

Посл» этихъ предварительныхъ соображен!й. разсмотримъ 

такенъ элементарной формы, въ которомъ толстая черта озна- 


Фиг. 48. 


Элементарный такенъ. 


чаетъ перегородку, препятствующую движенио кубиковъ. Поль- 
зуясь пустой каЪткой, можно, не измфняя порядка буквъ въ 
области А, Н, Г.Р, перевести какую угодно букву на мото 
В и пустую клЪтку въ О. Если, передвинемъ кубикъ В въ О, 
то онъ перемЪстится по окружности черезъ двЪ каЪтки ваЪ- 
во, а при обратномъ движени — черезъ двЪ клЪтки вправо“). 
Сапоставляя только что сказанное съ предыдущими соображе- 
ями, мы заключаемъ, что всегда возможно привести одно 
данное перемьщеше къ другому, если оба они одного и того 
же класса; если же они различныхъ классовъ, то проведене 
возможно лишь 34 исключенемь двухъ послЪднихъ клЪтокЪ. 

Очевидно, впрочемъ., что тотъ же способъ примЪнимъ и 
и къ обыкновенному такену, при услови не переходить гра- 
ницъ, обозначенныхъ толстыми чертами; въ этомъ случаз 
клЪтки его образуютъ замкнутый путь (фиг. 49). 


*) Это весьма простое доказательство было указано мнз Лезаномъ. 
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Итакъ, практичесве премы игры въ такенъ сводятся къ 
саЪдующимъ правиламъ: прежде всего на основаи цакловъ 
слЪдуетъ опредЪлить классъ даннаго начальнаго положеня и 
для большаго удобства тотчасъ же оставить не занятою каЪтку 
(+. Потомъ легко будетъ разметить кубики двухъ первыхъ 
рядовъ или двухъ первыхъ колоннъ въ какое нибудь изъ че- 


Фиг. 49. 
к 
ВВ. |0. |- 0 
ЫН 
г: 0 а 


Ствсненный такенъ. 


тырехъ прямыхъ или обратныхъ расположен, смотря по то- 
му, принадлежитъь ли данное расположене ихъ къ первому 
или ко второму классу. ПослЪ этого останется только размЪ- 
стить семь остальныхъ кубиковъ согласно съ премами, ука- 
занными для элементарнаго такена (фиг. 48). 

Ту же задачу рьшаютъ еще и другимъ способомъ: опре- 
дЪляютъ помощью цикловъ, къ какому классу принадлежить 
данное расположеше кубиковъ: если оно перваго класса, то 
его приводятъ. какъ было сказано выше, къ расположению 
основному; если же втораго, то въ перемфщенш производятъ 
обмфнъ мЪстами двухъ какихъ нибудь элементовъ, послЪ чего 
полученное, такимъ образомъ, новое перемфщеше будетъ уже 
перваго класса, и точно также приводится къ основному. 

Взаимнаго обмфна элементовъ мЪстами можно избЪжать, 
поставивъ на пустую каЪтку кубикъ одинаковаго съ нею цвЪта. 


— ааа 


уУп.-—ТАКЕНЪ. 175 


Прямоугольный тавенъ. 


Кром обыкновеннаго такена въ шестнадцать каЪтокъ в 
квадратной формы, можно раземотрёть еще тажен$ прямо- 
угольный, происходящий отъ прибавлешя въ первому нЪоколь- 
кихъ рядовъ или нЪеколькихЪ колоннъ новыхъ каЪтокъ. 0603- 
начимъ черезъ / число горизонтальныхъ лий и черезъ с— 
число вертикальныхъ колоннъ, принявЪ въ то же время за основ- 
ное положене слфдующее: 


1 № и а 
е--1 е--%. г--3, ..., 26 | 
(Т,.) 2е--1., 26-2, ПСО. ...: 98 
| О Во ^^ чад’ ТО ...у * | 
| Па $ - д. або О ЩЕ а . 
4| (01041, (—1е-, (- БеЗ, ..., №. | 3 


Расположимъ въ какомъ нибудь произвольномъ порядкЪ (с 
кубиковъ, перенумерованныхъ отъ 1 до (с, и снимемъ кубикъ 
1с. Задача будетъ состоять въ томъ, чтобы размЪетить всЪ 
остальные кубики въ порядкЪ ихъ основнаго расположеня. 

Очевидно, что различные способы доказательства, упо- 
треблявилеся нами до сихъ поръ, примфняются и къ такену 
этой болЪе общей формы; другими словами, мы имЪемъ и 
для даннаго случая два основныхъ предложения. 


Теорема \1. — Число первоначальныхь расположен 
для та ена в5 [с клютокз равно произведению 1с первых 
чисвлб. 


Теорема \!!. Иервоначальныя расположешя вё подоб- 
номе такень точно также раздъляются на два класса: 
въ расположешя перваго класса могутё быть приведены 
из основному непосредственно. а всь расположеня вто- 
раго класса приводятся кг основному лишь посль обмьна 
мъстами двух5 каких5 нибудь номерово. 
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При нъкоторомъ вавыкЪ легко размъстить кубики во воЪхъЪ 
каЪткахъ за исключешемъ двухъ посаФднихъ, въ порядкЪ 
основнаго расположеня и привести такимъ образомъ всяый 
прямоугольный таБенъ къ элементарному, въ которомъ число 
лин или колониъ равняется двумъ. 


эа==е5— 


Четыре естественные порядка размёщеня кубиковъ. 


Вубики такена могутъ быть расположены въ числовомъ 
порядкЪ восемью различными способами. Въ самомъ дЪлъ, 
обозначимъ черезъ 1, 2. 3, 4 четыре угла или вершины та- 
кена, а черезъ Г, разм5щеня номеровъ въ послфдовательныхъ 
рядахъ и колоннахъ, начиная съ каждой вершины такена. т. е. 
назовемъ черезъ 
Т,.- размьщеня сафва на право и сверху внизъ (фиг. 40); 


Т№.— > справа на лЬво и сверху внизъ (фиг. 44); 
[:.— › справа на л5во и снизу вверхъ (фиг. 43); 
Т4.— > слЪва на право и снизу вверхъ (фиг. 47); 


черезъ С, расположеше въ послФдовательныхь колоннахъ, 
т. е. черезъ 


С. размфщеня сверху внизъ и слЪва на право (фиг. 41). 


С..— > сверху внизъ и справа на лво (фиг. 45). 
(,.— > снизу вверхъ и справа на лЪво (фиг. 42). 
С,.— > снизу вверхъ и слЪва на право (фиг. 46). 


Мы уже видфли. при разсмотрьшя обыкновеннаго такена, 
что расположене кубиковъ, принадлежащее къ первому классу, 
всегда возможно привести къ одному изъ. размфщенй 

Г, С, Г, С; 
а расположене кубиковъ, принадлежащее ко второму классу. — 
къ одному изъ размфщений 
Г, С. 14, С,; 
Но это соотв тотв!е является въ иномъ видЪ для такеновъ 
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прямоугольныхъ, вол детв!е чего для каждаго изъ нихъ прихо- 
дится опредЪлять 06060 —каыя изъ естественныхъ расположе- 
НЙ кубиковъ принадлежать въ первому классу Г, и какя ко 
второму. 

Начнемь съ опредфленя условй, необходимыхъ для того. 
чтобы имфть возможность перейдти отъ одного естественнаго 
расположеня кубиковъ Г, къ другому С,. Съ этой цфлью мы 
сосчитаемъь по первому способу число перестановокъ въ С,, 
имъющемъ видъЪ 


11, 21, ЖЕ, 2... еп ыы |2 
2; 22, 21-2, .... (е- №) 142, | 
5 ЗУЕВ... 26 — & 
(С, } | .] ых } а (‹ ) тэ, 
ки те 3 
Вубиву (7--1) предшествують кубики первой колонны, нахо- 
дящеся подъ № ] въ количествь 1—1: 
кубику (2/--1) предшествують двойное ихъ чиело 2 (1—1); 
Вубику (37-1) > тройное ›» › 3(1-1); 
А о ие ИРЛИ (е—1) (1—1) 


Слдовательно, число перестановокъ для иерваго ряда 
равняется (7—1), помноженному на сумму (с—1) натуральныхъ 


чиселъ, или т. би) (1—1) 


Чтобы получить это число для 670раго ряда, достаточно 
въ предъидущемь выражениг замЪнить 7 черезъ (/—1), что 


дастъ (@—1) (2:5) 

2 
Для третьлго— достаточно снова уменьшить число {на еди- 
ницу, что даетъ А (1—3) 


12 
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и такъ далЪе. до предпосльднаяго, гдЪ число перестановокъ 


равняется 2—1) 1. 


2 


Савдовательно, число всфхъ перестановокъ будетъ равно 


произведеню количества ие на сумму натуральныхъ чи- 


селъ, начиная отъ 1 и оканчивая(/—1), или 


1е (1—1) (©—1). 
4 


Такимъ образомъ естественныя расположеня номеровъ 
Г, и С, будуть одного и того же или двухъ различныхъ 
классовъ, смотря по тому, принадлежить ли цфлое число 


1 
= Е (1—1) (с-—1) къ четнымъ или къ нечетнымъ. Четнымъ 


оно можетъ быть въ томъ случаъ, если одно изъ четырехъ чи- 
сель [, с,[-—1, с—1, дЪлится на 4 безъ остатка, и нечетнымъ, 
если ни одно изъ нихъ не дЪлится безъ остатка на четыре. 

Рьшая тоть же вопросъ съ точки зря симметрии, какъ 
мы дЪлали это при изучени теории солитера изъ 37-ми клЪ- 
токъ, легко видфть. что подобный результатъ получается для 
четырехъ угловъ и по симметр!и горизонтальной или верти- 
кальной. Итакъ, мы имфемъ сафдующую теорему: 


Теорема УШ. — Два порядка расположешя номеровь, 1, 
и С, имощие одинаковый указатель, принадлежать пк 
одному или ко двумь различнымь классамь, смотря *то 
тому, дъллится ли хотя один изг множителей 1, с, (—1, 
с— на 4 или ньто. 

Опредфлимъ теперь усломя, при которыхъ возможно бу- 
детъ измзнить въ обратномъ смысль порядокъ расположеня 
номеровъ одного и того же ряда; тогда мы получимъ отноше- 
не, аналогичное существующему между Г, и [ь, и №, С, и 
‚- 6, би С.. 
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Вообще измЪнене порядка расположеня % посаЪдователь- 
ныхъ номеровъ, дастъ число перестановокъ равное: 


(и—1)-Ни—2)+...-3--241, паи Е 


Замътивъ это, не трудно видЪть, что при переходЪ отъ по- 
рядка расположения номеровъ Г, къ другому 1», перемфна 
посафдовательности этихъ номеровъ въ (1—1) первыхъ ря- 
дахъ дастъ 


(1—1) © — Юпервотанововъ, 
а перемзна послфдовательности номеровъ посл того, какъ 
взятъ № (с дасть 
‚рен перестановокъ. 
СаЪдовательно, общее число перестановокъ будеть равно 
к [(1—1) с--е—2], или п 


Откуда вытекаетъ 


Теорема 1Х.— 7/6 ремьна порядка номеровь во встьхз ря- 
дахз такена будетз возможна или невозможна, смотря 
по тому, раздълиится ли произведенае (с—1) («— 2) на 4 
безх остатка или нтв. 

Подобнымъ же образомъ доказывается и приводимая ниже 
теорема, опредфаяющая условия замфны порядковъ расноло- 
женя каБтокъ такена 


и, Щи Ь,, С, и С,, биб.. 


Теорема Х. — Перемьна порядка номеровь в0 всьо 
колоннатб возможна или невозможна, смотря по тому, 
дълится ли произведеще (1 — 1) (1 — 2) на 4 6езё ос- 
татка или ньтд. 


еее 


12* 
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Чередующуеся порядки. 


Важдому изъ восьми только что разсмотрфнныхъ нами есте - 
ственныхъ расположенй соотв$тствуютъ еще восемь другихъ, 
правильныхъ же, сообразно съ которыми возможно размЪс- 
тить кубики такена. Бозьмемъ естественное расположеше но- 
меровъ, размёщенныхь послЪдовательными рядами, и приве- 
демъ въ обратный порядокъ всЪ парные ряды, исходя изъ 
перваго, заключающаго въ себЪ номера отъ ] до с; у насъ 
получится тогда порядокъ, чередующийся рядами, который 
мы обозначимъ черезь АГ, такъ что, напримфръ, АГ. бу- 
деть обозначать такой порядовъ, въ которомъ кубики распо- 
ложены слЪва направо, начиная съ вершины 1, въ первомъ 
ряду, справа налЪво — во второмъ, садфва направо — въ 
третьемъ и т. д. поперемнно. 

Точно также для каждаго естественнаго порядка по колон- 
намь С существуетъ чередующися порядокъ АС; напримЪръ 
обозначеше АС, указываетъ порядокъ, въ которомъ размзща- 
ются кубики по номерамъ снизу вверхъ, начиная отъ верши- 
ны 1—въ первой колоннЪ, сверху внизъ— во второй, снизу 
вверхъ —вЪъ третьей и т. д. поперемнно. 

ОпредЪлимъ теперь, при какихъ услов!яхь можно измёнить 
расположене Т, на соотв тствующее ему АГ, или, вообще. 
перейдти отъ одного расположевя къ другому, имфющему съ 
нимь одинаковый указатель. Для большей опредфленности 
мы предположимъ, что вопросъ касается Г, и АГ и раз- 
смотримъ два случая, — когда / четное и когда оно нечетное. 

Первый случай. Мы видЪли, что при перемфн% порядка въ 
основномъ перемфщении изъ с натуральныхъ чиселъ, количе- 


отво получаемыхъ перестановокъ равно с (6—1). саЪдова- 
ы 


7 


тельно, если предположить 7 нечетнымъ, то перемфна поряд- 
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В Е рядахъ и число перестановокъ будетъ равно 


(6 — 1) я #—3. Сверхъ того, парность этого числа не из- 


мЪняется, если его помножить на нечетное число /. Затфмъ , если 
снять кубикъ /с съ угла 3, то число перестанововъ останет- 
ся прежнее; салфдовательно, для / нечетнаго расположеня Г, и 
АЁ, принадлежать къ одному и тому же классу или къ двумъ 
различнымъ сообразно съ тфмъ, будетъ ли четной или нечетной 
четверть числа {с (1—1) (е—1). 

Второй случай. Если 91 четное, то п въ этомъ случа мы 
увидимъ, что число перестановокъ (с въ ряду послЪдовательно 
расположенныхъ кубиковъ имфетъ одну и ту же парность съ 
числомъ '/; (с (1—1) (с —1). Обмъняемъ теперь м$стами ку- 
бики, находящиеся въ углахъ 3 и 4 и снимемъ кубикъ 1с. Че- 
резъ это мы измфнимъ классъ перемщеня /с натуральныхъ 
чиселъь посредствомъ одного обмЪна..СлФдовательно, для ( чет- 
наго, положення 1», и АТ., принадлежать къ одному и тому же 
иди къ двумъ различнымь классамъ, смотря по тому, будетъ 
ди нечетной или четной четверть числа (с (1—1) (е—1). 

Сравнивая эти результаты съ полученными раньше — для 
условй перемны расположенй Г, и С, мы будемъ имфть са$- 
дующия предложеня: 


Теорема Х!.— Расположея АГ и С сё одинаковыми 
указателями принадлежат кз одному или ко двумв раз- 
личныме классамь, смотря по тому, будетз ли число ря- 
9065 { четныме или нечетныме. 


Теорема Х!И.— Расположешя АС и Г св одинаковыми 
указателями принадлежать кз одному или кз 0вумё раз- 
личныма классамь, смотря потому, будеть ли число с 
колонночетныме или нечетнымв. 
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Разновидности прямоугольнаго такена. 


Судя по предъидущимъ теоремамъ, свойства прямоуголь- 
наго такена обусловливаются только остатками отъ дъленя 
на четыре числа рядовъ или колоннъ; другими словами. мож- 
но сказать, что два такена (с, Г) и (с,, (,) измБренй принад- 
лежатъ къ одной и той же разновидности, когда разности 

е—аие— И, 
дЪаимы въ одно и то же время на четыре. СлФдовательно, для 
клоссификаци прямоугольныхъ такеновъ относительно шест- 
надцати естественныхъ и чередующихся порядковъ доста- 
точно изучить всевозможныя комбинаци чиселъ 
с = 0, 1,2. 8 въ7=0, 1,2, 3 (мод. 4) 
и примзнить въ нимъ только что доказанныя нами теоремы. 

Приводимая ниже таблица заключаетъ въ первомъ верти- 
кальномъ ряду означенныя римскими цифрами номера разно- 
видностей такена. Въ двухъ слБдующихъ показаны остатки 
отъдвлешя с и / на четыре, а въ четырехъ остальныхъ—всЪ 
расположен!я перваго класса, т.е. того же, чтои [,. Такъ, въ 
вертикальномъ ряду, означенномъ буквой Б, находятся указа- 
тели расположеня кубиковъ по рядамъ одинаковаго класса съ 
Т,; въ вертикальномъ ряду С можно найдти указателей рас- 
положен!я по колоннамъ одинаковаго класса съ Г, ит. п. Рас- 
положеня, не встрёчаюпияся въ этой таблицъ, не принадле- 
жатъ къ классу Г... 
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Таблица порядковь размьщеня птервало класса. 


АТ, АС 
оливин инь инининининининие 
0 24 | 2.4 
1 1..4 23. 
2 ‚2.4 2.4 
3 13. 24 
0 ..34 12: 
№1 1 1234 1234 1234 1234 
УП 2 1234 1234 Е. 1234 
УШ 3 2 12. 12 12 
х | 2 > | < № 13. .2.4 2.4 
Хх 1 1234 1234 1234 
Хх! 2 1.3. 2.4 1.3. 2.4 
ХИ з | 1234 зибие 
хш | 3 [ 1.3 1.3. .2.4 1.3 
ХГУ 1 Ки 00] 4 1.4 1..4 
ХУ 2 1234 ах 1234 1234 
ХУ 3 1.3 2.4 .2.4 1.3 
| 


Въ сущности здфсь находится только четырнадцать 
разновидностей, такъ какъ Г, Ш и [Х дають одинаковыя р%- 
шения. 

Для квадратныхъ такеновъ или, общи$е, для тЪхъ, въ ко- 
торыхъ с—/ равно числу кратному четырехъ, мы имфемъ че- 
тыре разновидности: 


Таблица для квадратныхь такеновз. 


г | Ь | О АТ, АС 


| 
| 
0 ТА | 18’. .2.4 2.4 
1 1234 1234 1234 1234 
2 ОН .2.4 1.3 2.4 
3 3. .2, .2. 
———ыщ=——м—мыы—==>=5ы=ыаыыыыыыы0аы:ы:л: 
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Для такеновъ въ 25 калЪтокъ порядокъ расположен1я пер- 
ваго класса можно привести къ какому угодно изъ шестнад- 
цати натуральныхъ или чередующихся порядковъ, но кЪ нимъ 
ни ВЪ какомъ случаЪ нельзя привести расположене втораго 
класса. 


Объемный или многоэтажный такенъ. 


Разсмотримъ параллелипипедъ, образуемый расположен- 
ными одна надъ другою пустыми клЪтками, которыя состав- 
ляютъ с колоннъ. 7 рядовъ и # этажей или слоевъ. Если пом%- 
стить въ эти клЪтки с/ё подвижныхъ кубиковъ, перенумерован- 
ныхЪ оть 1 до с] и снять послёдн! кубикъ с, то всЪ осталь- 
ные можно размьстить соотвфтетвенно одному изъ натураль- 
ныхъ расположен! ‚исходя отъкакой нибудь вершины. Въ этомъ 
вид, однако, задача будетъ довольно затруднительна, но мы 
облегчимъ себЪ ея ршеше сл5дующимъ премомъ: разберемъ 
объемный такень по составляющимь его слоям, тогда у 
насъ получится # прямоугольныхъ такеновъ съ (с клЪтками, 
содержащими (с подвижныхь кубиковъ, за искаюченемъ 
только одного такена, въ которомъ одна каЪтка остается не 
занятой. На этомъ послЪднемъ задача р5шается такъ же, какъ 
и на обывновенномъ, послЪ чего мы предполагаемъ возмож- 
нымъ пометить въ незанятую клфтку, соотвЪтотвующий ей 
кубикъ предъидущаго или послёдующаго слоя. 

Предоставляемъ читателю самому развить теорлю и клас- 
сификацю этихъ многоэтажныхь такеновъ. 

Продолжая обобщеня, мы придемъ въ представленю с66ре- 
объемнаго такена пли такена четырех измюренй, помъ- 
стивъ въ плоскости на # рядахъ и $ колоннахъ прямоуголь- 
ные такены, состояще изъ [с каЪтокъ, кубики въ которыхъ 
перенумерованы числами отъ 1 До с//з. Задача въ этомъ слу- 
чаз состоитъ въ томъ, чтобы, снявъ посафдюй кубикъ, распо- 
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ложить въ условленномъ порядкЪ (/с#5 —1)остальныхъ упот- 
`ребляя тЪ же премы, какъ въ обыкновенномъ такен® и, кромЪ 
того, вводя въ услове право ставить на пустую каЪтку ку- 
бикъ соотвфтотвующей клфтки каждаго изъ четырехъ смеж- 
ныхъ такеновъ, примыкающихъ вЪ одному и тому же ряду 
или БЪ одной и ТОЙ же колонны $. 

Наконець, продолжая это обобщене. мы можемъ прИйдти 
&Ъ понят о многомюрноме (йурегзрасе) такень или такень 
п измтренй. 


* 
—ы==- 


Спиральный порядокъ. 


Возвратимся теперь къ прямоугольному такену. Мы ви: 
дЪли, что каждому изъ восьми порядковъ его натуральныхъ 
расположенй соотв тствуетъ порядокъ чередующися. Но для 
порядковъ Ги С мы можемъ найдти еще новыя правиль- 
ныя расположеня, которыя назовемъ спиральными и 
условимся обозначать буквой $. Чтобы получить такой 
порядокъ расположеншй, напримфръ, ЭТ, мы размфщаемъ 
сначала с первыхъ кубиковъ въ ряду 12, потомъ (1—1) са$- 
дующихъ въ колоннЪ 23, (с—1) сабдующихъ—въ ряду 34 
и, наконець, (1—2) въ первой колоннЪ 41 ит. д.. вращаясь 
всегда въ одномъ и томъ же направленш. Для опредфлен!я 
каасса этого перемфщен!я, удобнЪфе будетъ вычислять коли- 
чество перестановокъ по второму способу. 

Предположимь такень съ размьщенными въ спиральномъ 
порядкЪ кубиками. 


1 | ВТ С. 7 
Г 26--21-—4, ... с--1, | 
7 35-015, =... е-2, 
маи” 
| 2-11... е 41-3, | 


У ЕК 
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Такъ какъ верхв!й рядъ совершенно не содержитъ пере- 
становокъ, то опредфлимъ сумму перестановокъ. испытывае- 
уыхъ членами первой колонны справа. 


Членъ: 
в--1 испытываетъ число перестановокъ равное 1 (с—1), 
> ь , ‚ее 1098-29), 
с--3 » » > > 8 (с—1), 
1—1 ›» > › > (1—1) (<—1); 


слфдовательно, число перестановокъ, испытываемыхъ членами 
всей правой колонны равно 


Для членовъ нижняго ряда, начиная справа, каждый по- 
слЪдующЙ членъ испытываетъ одной перестановкой меньше 
сравнительно съ своимъ сосфднимъ членомъ, находящимся отъ 
него вправо. СлЪдовательно, 


Членъ: 
сы испытываетъ число пере- 
становокъ, равное... (1—1) (с—1)—1, 
с-НН+-1 испытываетъ число пере- 
становокъ, равное. .. (1—1) (<—1)—2, 


ооо оке но ооо тон ча кин ке оное юная неона ... 


2с--1—2 испытываетъ число пере- 
становокъ, равное... (1—1) (е—1)—(—1. 
Стало быть, число перестановокъ, испытываемыхъ чле- 
нами нижняго ряда будетъ: 


Е а 


Для чаеновъ лвой колонны, начиная снизу. число пере- 
становокъ, испытываемыхъ ея членами, уменьшается на с—1 
съ кавдымъ рядомъ, по направлен снизу вверхъ. 
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Члены: 
2с-—-/—1 испытываетъ число 
перестановокъ .. (1—2) (е—1)— (с --1), 
2-й испытываетъ число 
перестановокъ.. (1—2) (е—1)—2 (с—1), 


ООО РАРАА бок оон ров ни коки ооо нь о Фо х аеное 


2с--21-—4 испытываетъ число 

перестановокъ .. (1—2) (с—1)— (1—2) (<—1); 
слфдовательно, число перестановокъ, испытываемыхъ членами 
твой колонны будетъ: 


(2) (1) ВЕ 1). 


Сложивъ полученныя выражения, найдемъ общее число 
перестановокъ, испытываемыхъ элементами, образующими 
внзшнюю границу прямоугольника: 


С ов 36-9). 


Четность этого числа не измЪнится, если увеличимъ вы- 
ражене, заключенное въ скобки, на число кратное четырехъ 
поэтому, прибавивъ къ нему: 

81—41 4—3, 
мы увидимъ, что число перестановокъ въ первомъ оборотф спи- 
рали, который обозначимъ черезъ Е, будеть одинаковой пар- 
ности съ 
—1 


2 


(2—2 4-е); 


откуда вытекаетъ само собой: 


ПО ОЗ) м9). 


Чтобы получить подобное же сравнеше по модулю 2 для 
числа перестанововъ въ слёдующемъ оборот Е,, достаточно 
замёнить въ предъидущей формул 7 черезъ 1—9 и с черезъ 
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2—9, предполагая однако же /—2 положительнымь: тогда у 
насъ получится: 

В 9 0-0 (3) 0-2), (о. 2), 

а взявъ разность, будемъ имЪть: 
Е, = Е, |1 (мод. 2). 

Сл5довательно, при переход$ отъ одного оборота спирали къ 
другому внутреннему исосзднему съ нимъ,числоперестановокъ, 
испытываемыхъ всЪми членами оборота измфняетъ свою пар- 
ность. Для получен1я общаго числа перестанововъ относитель- 
но какого угодно такена, нужно полагать послфдовательно 
1 > се1=си{ < с, но мы раземотримъ случай, когда /=с, 
т. е. когда такенъ имфетъ квадратную форму. 

Если (=. то мы будемъ имЪть — 


гдф е обозначаеть число послЪдовательныхь оборотовъ, за 
исключешемъ квадрата въ одну каЪтку. Отсюда, общее число 
перестановокъ 
— „6 (е-=1).е(е-—1) а 
Е =е Е, (мод. 2) 


Вогда счетное, то 


а когда оно нечетное, то 
1 
е=-5- (е—1). 
Такимъ образомъ находимъ: 
Въ первомъ случаъ, 


ЕР (с— 1) и (мод. 2), 
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ка произойдетъ а во второмъ: 
В= 2—1). а (мод. 2). 


Но, умножая первое изъ этихъ выражен!й на нечетныя числа 
с—1 ис—3, а второе— на нечетныя же числа с ис—2, мы 
увидимъ, что произведешя не измфнятъ своей парности; сл$до- 
вательно, 
: 
= 2—1 а о (мод. 9). 

—_ Перемфнимъ теперь м®стами кубикъ съ номеромъ с’и ву- 
бикъ, занимающий кваЪтку угла 4, тогда парность перестано- 
вокъ измвнитея. Снявъ же кубикъ с’, мы не измфнимъ числа 
перестановокъ: слЪдовательно, у насъ получится 


В (0—1), 912) (6—3) | (мод.2) 


Раньше мы нашли 


о Зови Г, (мод. 2); 


1 


стало быть: 


ЗЫ = с(е—1) («—2) (е—3) —1==(мод,2). 
Г 8 


Но для того чтобы дробь была четной, необходимо и доста- 
точно, чтобы одно изъ четырехъ чиселъ с. с—1, 2, с—3 
ДЪаилось на 8, а это приводитъ къ слфдующей теорем: 


Теорема ХШ. — Во всякомё квадратномз такень порядки 
расположении кубиковё С и 5Т, имюющихь одну и ту же 
вершину, принадлежать кз различным классам или кб 
одному классу, смотря по тому, дълится либезь остат- 
кц на восемь хотя одно изх чисель с, с—1, 2, с-8. 
или нид. 
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Чередующийся спиральный порядокъ и порядокъ магический. 


Существують еще друге правильные порядки, сообразно 
съ которыми размщаются кубики квадратнаго такена. Такъ, 
можно измфнять направлене оборотовъ спирали по не- 
четнымъ рядамъ и тогда получится чередующийся спираль- 
ный порядокз. Можно также разиБщать кубики по номерамъ 
параллельно одной изъ д1агоналей квадрата, и тогда является 
порядокъ д1агональный; наконецъ, ихъ можно распредъаить 
такъ, чтобы, послЪ того какъ снятый кубикъ будеть постав- 
ленъ на свое мсто, сумма номеровъ давала бы одинаковыя чи- 
сла во вефхъ рядахъ, во вефхь колоннахъ и въ обфихъ д1а- 
гоналяхъ такена, причемъ получится порядокъ, извЪстный 
подъ назвашемъ магическаго. Теорйя этого посаЪднаго отно- 
сится въ другой сер развлеченй, касающейся игры маговъ 
или магическихъ квадратовъ, которыми мы займемся, можеть 
быть, впосльдетвш, а здЪсь укажемь только способъ получе- 
ня магическаго квадрата на обыкновенномъ такен® изъ шест- 
надцати каЪтТокЪ.' 

Возьмемъ основное расположене кубиковъ, указанное на 
фигур® 88-й и оставимъ безъ измнешя восемь цифръ на 00Ъ- 
ихъ д!агоналяхъ, а всЪ прошя помфняемъ мостами симметри- 
чески относительно центра квадрата, т. е. 

2 съ 15, Зо 14, 5 13, 869. 

Посредствомъ этихъ четырехъ обмфновъ мы. не измЪняя 
каасса перемфщешя , получаемъ магическй квадратъ(фиг. 50), 


Фиг. 50. Фиг. 51. 


Магическ! порядокъ прямой. Магический порядокъ обратный. 
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въ которомь сумма номеровъ каждаго ряда, каждой волонны 
и каждой д1агонали равна 34. Въ такому магическому поряд- 
ку можно привести всякое расположене номеровъ перваго 
класса. Расположен!е же втораго класса всегда приводится къ 


магическом ядку обратному, которое получается изъ пря- 
мого перс '“ въ обратномъ порядк® вофхьъ его рядовъ 
И колонн 1). 


СЪтчатый или континентальный такенъ. 


Формулу такена можно разнообразить до безконечности. 
Между прочимъ мы разсмотримъ тотъ изъ вихъ который обра- 
зуетея совокупностью нфоколькихь квадратовъ, примыкаю- 
щихъ другъ къ другу своими сторонами и назовемъ его таке- 
номъ съичатым5 или континентальным. Чтобы дать поня- 
11е о разнообразш формъ, кая можеть принимать подобная с0- 
вокупность квадратовъ, достаточно будетъ сказать, что она 
подчиняется лишь одному требованшо— образовать непрерыв- 
ный радъ кафтокъ или континенте, внутри котораго могутъ 
встр®чаться незанятыя пространства, соотвЪтствующя вну- 
преннима водам пли моряме (фиг. 53). 

Такую цфпь квадратовъ заставляютъ рядами кубиковъ, 
обозначенныхъ буквами или цифрами и снимаютъ одинъ изъ 
нихь, для того, чтобы получилась пустая клфтка. Требуется, 
пользуясь этой посаЪдней, церейдти изъ первоначальнаго дан- 
наго положешя къ закаючительному, тоже данному, посред- 
ствомъ передвиженя всфхъ кубиковъ. 

Такая задача, очевидно, представляеть двоякаго рода не 
возможные случаи рёшешя: одни изъ нихъ обусаовливаются 
несовызстностью первоначальнаго положеня съ закаючитель- 
нымъ, какъ въ обыкновенномъ такенф, друМе же зависятъ 
отъ самой формы сЪтчатаго такена. 
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Теор!я разъфзда (хагасе). 


Предположимъ, что сЪтчатый такенъ состоять изъ квад- 
рата въ четыре влётки А В С ПР ивакой-ний пи другихъ 
ваътокъ, примыкающей своими вонцахят ‚ омежнымъ 
кабткамъ квадрата д и (фиг. 00). 0% ь во МОЖНО 


или черезъ А иВ, или черезъь А С Г В. Такимъ образомъ полу- 
чаются два отдЪльныхъ пути, сливающеся почти на воомь ©30- 
емъ протяженш, кромЪ четырехъ каЪтокъ А, В би п. 80то- 
рыя мы и назовемъ разъфздомъ (сагасе). Этоть такенъ вол 
нЪ походить на элементарный, и потому въ немъ всегда во" 
можно измфнить одно расположене на другое того же класса. 


Ни пио 


Простой такенъ съ разъвздомъ. 


Раземотримь теперь боле сложный такенъ, состояний изъ 
разъёзда, главной линш обхода и сЪти развьтвленй, при- 
мыкающихь другъ къ другу или къ главной лини въ раз- 
личныхь пунктахъь и нигдЪ не образующихь 76рерывовз 
(фиг. 58). 

Предположимь, что въ первоначальномь размщени пу- 
стая клЪтка находится въ одномъ ряду съ разъёздомъ, такъ 
что между нею и этимъ послёднимъ не вотрфчается ни одного 
развфтваешя. Если такое расположене не дано прямо, то его 
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необходимо достигнуть посредствомъ нъсколькихъ ходовъ. 9 
услове нужно также имЪть въ виду при переходф къ зал 
чительному положению, и если оно не удовлетворено, то пр 
варительно слфдуетъ достигнуть расположеня промежу 
наго, отъ котораго уже не трудно будетъ придти въ заклю 
тельному, т.е. поставить вынутый въ начал игры 


бикъ на незанятую каЪтку. 
Фиг. 53. 


Такенъ съ развЪтвлен1ями и разъздомъ. 


Легко видть, что возможно въ какой угодно вЪтви пер 
мЪетить вся кубикъ черезъ двЪ катки. Для этого сл 
дуетъ только привести его предварительно на одну лин 
разъёздомъ; а затмъ посредствомъ круговаго движеня_ 
замкнутой взтви и пользуясь разъёздомъ, возможно уже 6 
детъ достигнуть желаемаго результата. 

Но если бы требовалось перевести 6+ черезъ Е иН, ка 
показано на фигурЪ 54-й, то этотъ способъ окажется здЪ 


Фиг. 54. 


13 


\ 


194 МАТЕМАТИЧЕСК!Я РАЗВЛЕЧЕНИЯ. 


непримфнимымъ, потому что кубики находятся не въ одной 
лиши съ разъфздомъ. Тогда нужно переместить С черезъ 
Е иЕ, тавъ чтобы Е оказалось на разв$твлеши, послф чего 
для получешя желаемаго результата придется только пере- 
ставить С черезъь Еи Н. 

Сафдовательно, во всякой сЪтчатомъ такенф съ замкну- 
тыми лишями можно всегда при помощи разъфзда перевести 
одинь кубикъ черезъ каще-нибудь два послфдовательныхъ ку- 
бика, не нарушая порядка вофхъ остальныхъ. ` 

Отсюда выводимъ слёдующую теорему: | 


Теорема ХИ\. — В5 такень, состоящем из какого-ни- 
6удь числа развътвленй и разгьзда. образующих» вмт-- 
сть замкнутую црьть, можно перейдти из» какого-ни- 
будь одного положенёя во другое того же класса. 


=== 


Невозможныя р5шеня, зависящя отъ формы такена, 


Чтобы составить вЪрное заключене о невозможности рЪ- 
шен1я задачи для даннаго сфтчатаго такена, са5дуетъь прежде 
всего опредЪлить внзшнюю границу главнаго континента со 
всЪми примывающими къ нему частями, затЪмъ провести гра- 
ницу внутреннихъ, незанятыхъ клЪтками пространствъ и, вы- 
бравъ м5сто. для разъ&зда, распредфлить развЪтвленя по ря- 
дамъ и колоннамъ. Посл этого задача о приведени даннаго 
положен1я къ другому того же класса можетъ оказаться не- 
осуществимой лишь въ двухъ сл5дующихъ случаяхъ: 

1) Если такенъ заключаетъ въ себЪ полуострова, о кото- 
рыхъ мы будемъ говорить дальше. 

2) Если континентъ повсюду настолько узокъ, что на 
немъ нельзя устроить разъЪзда. 


—--о-о-о--— 
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Такенъ съ полуостровомъ. 


Вогда границы незанятыхъ клЪтками пространствъ пред- 
ставляютъ одно изъ очертанй, увазанныхъ на фигурз 55-й, 
то говорятъ, что такенъ заключаеть въ себЪ полуостровъ. Въ 
этомъ видЪ такенъ является какъ бы раздфленнымъ на Двз 
части одной клВткой, представляющей такъ называемый орто- 
гональный пли дагональный перешескв. 


Фиг. 55. 


Полуостровъ ортогональный. Полуостровъ д1атональный. 
Такенъ съ полуостровомъ. 

Въ общемъ случа рьшенше задачи для такена подобной фор- 
мы неосуществимо, потому что въ перешеекъ, очевидно, нельзя 
ввести никакого другаго кубика, кромЪ смежнаго съ нимъ. 
Вирочемъ и здфсь р5шеше задачи всетаки будетъ возможно въ 
томъ случаз, если по условию ея не требуется перехода че- 
резъ перешеекъ. Тогда необходимо и достаточно только, чтобы 
континентъ и полуостровъ, взятые въ отдфльности, имфли на- 
чальное и заключительное положене одного и того класса и, 
кромВ того, чтобы въ обоихъ можно было устроить по разъ- 
Ъзду. Наконецъ, если полуостровъ будетъ соединенъ съ вон- 
тинентомъ н$Фоколькими перешейками, то получится обык- 
новенный сЪтчатый такенъ съ внутренними пространствами 
изъ незанятыхъ клЪтокъ и безъ полуострова. 

эовизььь 
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Такенъ съ произвольно взятой пустой клЪткой. 


Существуеть еще другой видъ игры въ такенъ, когда 
играющему предоставляется право снять какой угодно номеръ 
и оставшеся привести въ естественный порядокъ обыкновен- 
нымъ способомъ, а въ заключенш игры положить снятый ку- 
бикъ на незанятую клфтку. Задача сводится, сл$довательно, 
къ опредвленю того— какой именно кубикъ должно снять, 
чтобы привести данное расположене остальныхъ кубиковъ къ 
завлючительному . 

Дая рёшевя такого рода задачи, напишемъ въ рядъ одни 
подъ другими номера заключительнаго и начальнаго располо- 
жен и опредфлимъ число перестановокъ въ соотвфтствую- 
щихъ имъ перемьщеняхъ. Если оба перемфщеня окажутся 
перваго класса, то нужно снать кубикъ четнаго уклоненя, а 
если втораго, то сл5дуетъ снять кубикъ нечетнаго уклоненя. 

Такимъ образомъ вопросъ состоитъ лишь въ томъ, чтобы 
опредзлить — при всякомъ ли данномъ начальномъ расположе- 
ни возможно найдти кубикъ, соотвЪтствующй требуемымъ 
условямъ, или, другими словами, нЪтъ ли такого вачальнаго 
положеня, для котораго всЪ кубики имфли бы уклонене оди- 
наковой парности? Мы сейчасъ укажемъ на случаи, когда яв- 
ляется или полная возможность или полная невозможность 
приведения даннаго первоначальнаго положеня къ основному. 
Въ самомъ ДЪаЪ, такъ какъ заключительное положеше пред- 
ставаляетъ рядъ номеровъ, написанныхъ въ порядЕф натураль- 
ныхь чиселъ, то каждый изъ его элементовъ имъетъ нулевыя 
уклоненя. Слфдовательно, если мы произведемъ здЪсь какое ни- 
будь число обмфновъ М между кубиками одинаковой парности, 
то вс укаонен!я останутся четными. Такимъ образомъ для № 
нечетнаго, перемфщене, разсматриваемое посл М обмЪновъ, 
будетъ втораго класса и, какой бы кубикъ мы ни сняли, — не 
можеть быть приведено къ заключительному положен!ю. 
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Отсюда закаючаемъ, что существуютъ случаи, когда въ 
ряду номеровъ даннаго начальнаго расположеня ельзя 
найдти ни одного кубика, удовлетворяющаго условямъ осу- 
ществимости рёшеня задачи. 

Съ другой стороны для М четнаго разсматриваемое пере- 
мёщене послЪ М обм$новъ будетъ перваго класса, какъ и 
заключительное; слЪдовательно здфсь является возможныме 
найдти такой кубикъ, снявъ который, мы придемъ къ рфше- 
ню задачи. 

Для такена съ четнымъ числомъ кубиковъ существуетъ 
еще вторая сер1я первоначальныхъ положешй, при которыхъ 
задача или вполнЪф разрзшима или вполнЪ неразрьшима. Въ 
самомъ дЪлЪ возьмемъ естественный порядокъ перем щеня 
первыхъ чиселъ, обмфнимъ м5стами каждый нечетный но- 
меръ съ слфдующимъ за нимъ четнымъ; тогда всЪ уклоненя 
сдфлаются непарными; произведемъ затЪмъ нфеколько обм%- 
новъ между номерами одной и той же парности, тогда у насъ 
будуть получаться перем5щеня обоихъ классовъ поперемн- 
но. Перемфщеня перваго класса дадутъ полную невозмож- 
ность рфшешя, а перемфщенш втораго класса полную его воз- 
МожЖностЬ. 

Въ такенЪ съ нечетнымъ числомъ кубиковъ по необходи- 
мости всегда долженъ быть одинъ номеръ парнаго укалонешя: 
тогда вторая сер1я первоначальныхъ положемй будетъ пред- 
ставлять одинъ случай неразр$шимости задачи и именно для 
этого кубика. 


Примьчинще.—Остроумныя теор слиичеитаго или кон- 
тинентальнаго такена п такена с5 произвольно взятой ту- 
стой клюткой принадлежатъ по большей части Гермари. 


—+<=30=+— 


ПРИМ$ЧАНТЯ, 


Примфчане 1-е 


кг переправам. 


На страницз 13 мы объясниаи общую задачу относительно переправъ. 
Вотъ еще одно весьма простое рьшене ея, присланное намъ Деляннуа, быв- 
шимъ воспитанникомъ политехнической школы. 

Въ этой задач приходится разематривать два, случая, смотря по тому, под- 
нимаетъ ли лодка четверыхъ или меньше. Въ первомъ перевозятся дв семьи 
заразъ и одна изъ нихъ возвращается за какой нибудь изъ оставшихся. 
Посл п перезздовъ всв ® семей переправятся на противоположный берегъ. 

Во-второмъ случа, если лодка поднимаетъ меньше четырехъ человзкъ, 
то число ихъ х будеть 2 или 3. Тогда, по необходимости придется сна- 
чала перевезти нфеколько женщинъ или же одну только семью, чтобы удов- 
летворить условю, требующему не оставлять женщину безъ ея мужа въ при- 
сутетыи другихъ мущинъ. ЗатЪмъ легко доказать, какъ это мы сдвлали на 
страниц 11, невозможность переправы шести семей въ лодкф, поднимающей 
мензе четырехъ человфкъ. Остается, слЪдовательно, привести рзшене этой 
задачи относительно пяти семей, въ томъ случав, когда лодка поднимает 
трехъ челов®къ. 

До переправы: 


Правый берез. Львый бере. 


Е р С В А 
е а с ь а 
Г. Переззжаютъ три женщины. 
Е Ш С В А Е . . Е : 
е а з . ; ‚ ` С Й а 


П.— Одна или двв жевщины возвращаются и перевозятъ которую нибудь 
изъ своихъ подругъ: я 


Е Ь С В А : ь : : 
е ь < у у г а с ь 4 
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.—Одва женщина возвращается, а трое мужей переззжаютъ къ своимъ 
женамъ: 
Е Ь ; ь : | : $ С В А 
е Ас, : : | с : с ь Г 
ГУ.— Одна семья возращается, а трое мужей пере$зжаютъ на лЪвый бе- 
регъ: 
| Е 19) С В А 
е а 6 . . | - , - ь @ 
\У и УТ..-— Одна женщина въ два пр1ема перевозитъ трехъ. своихь подругъ, 
остававшихся на правомъ берегу. 
Слфдовательно, обозначивъ черезъ п число семей, черезъ х наибольшее 
зиело пассажировъ, помвщающихся въ лодкВ и черезь Х число перезздовъ, 
мы будемъ имъть слвдующую таблицу: 


#—2 №М=3 

2—2 | №=6 

#=3 | №—5 

&—=3 | №М=6 

| рек. №Х—п 
ея 


Прим5чане Н-е 


ко мостамвб и 0стровамд. 


Мы видзли на стравицв 32, что задача на мосты сводится къ очерчива- 
НЮ съ одного или нфеколькихъ разъ безъ перерывовъ и повторешйй везхъ 
ФигурЪъ, образуемых. прямыми или кривыми лишями на плоскости или въ про- 
странетв®. Сущность этой задачи резюмируется въ двухъ теоремахъ. 

Теорема 1.—25 каждой зеометрической съти, образуемой прямыми или 
кривыми лишями, количество нечетныхь пунктовъ вседа равняется нулю 
или числу четному. 

Эта теорема вполнз доказана въ мемуар Эйлера (ст. 28); но ее можно 
‚доказать еще такимъ образозъ: обозначимъ черезъ А, В, С, Пит. д. различ- 
ныя станции с®ти, различных точки развзтвлен1я, начальные пункты переходовъ; 
пусть Ри © будуть дв сосвдыя станщи, т. е. таюя, по которымь изъ Р въ 
( можно бы было пройдти по одному или н$еколькимъ путямъ, не ветр%чая 
другихъ станщй сЪти. Если исключить одинъ изъ этихъ путей РО, то чиело 
путей, примыкающихъ къ Ри © уменьшается на единицу и измЗнитЪ свою 
парность. СлЗдовательно, если Р и @ были нечетными пунктами, то они сдв 
лаются четными послЪ этого искалючен1я, и наоборотъ; наконецъ, если они 
были различной парности, то такъ и останутся пунктами различной парности. 
Такимъ образомъ, продолжая исключать вс$ пути, соединяюцце дв$ сосЪднихЪ 
отанщи до твхъ поръ, пока не останется ни одного изъ нихъ, мы наконецъ 
постигнемъ того, что Число нечетныхь пунктовъ сдфалается равнымъ нулю. А 
это, очевидно, можетъ быть лишь въ томъ случав, если и до искаюченя 
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количество нечетныхъ пунктовъ равнялось нулю или какому нибудь четному 
числу. 


Примъчанле. Теорема эта примзняетея къ геодезическимь сфтямъ. Въ 
сзти треугольниковъ бываетъ всегда четное число вершинъ, гдЪ сходится не- 
четное число угдовъ, приведенныхъ къ горизонту, между т$мъ какъ число 
вершинъ, гдз сходятся углы, приведенные къ горизонту въ нечетномъ числЪ, 
можетъ быть и четнымъ и нечетнымъ. 


Теорема И.— Всякая зеометрическая съть, заключающая въ себъ п не- 
четныхь точекъ, можеть быть описана по меньшей мъръ п чертами безъ 
повтореший. Всякая зеометрическая съть, заключающая въ себъ лилиь чет- 
ныя точки, можеть быть описана только одной чертой безъ повторений. 

Предположимъ, что сЪть эта непрерывна, такъ что по ней можно пройдти 
отъ одного какого нибудь пункта до другаго, не дБлая скачковъ; если те- 
перь мы выйдемъ изъ какой нибудь нечетной точки А, держась случайнаго 
пути, во, не проходя два раза по одной и той же ливи, то въ извЪетный мо- 
ментъ принуждены будемъ остановиться; замтивъ, что во время этого пути 
четность станц!й, черезъ которыя мы проходили, не измфнялась, мы д®лаемъ 
выводъ, что пунктъ остановки есть нечетный пунктъ В. Исключивъ путь АВ, 
будемъ имфть хигуру съ (2—2) нечетными точками. 

ПослЪ ” подобныхъ переходовъ, останется слздовательно сЪть, всЪ стан- 
ци которой четнаго порядка. 

Теперь если мы выйдемъ изъ какого нибудь пункта М непрерывной озти 
и направимся по произвольно взятому пути, то послБ н%еколькихъ перехо- 
довъ достигнемъ снова исходной точки М, описавъ такимъ образомъ замкну- 
тую кривую. Повторивши тотъ же премъ съ другой точкой, невошедшей 
въ предыдущий путь, затВыъ съ третьей п т. д. мы наконецъ пройдемъ по 
всей сзти. Но такъ какъ предположенная сЪть непрерывна, то всЪ эти зам- 
квутые пути должны примыкать одинъ къ другому и къ п путямъ, описан- 
нымъ прежде. СлЗдовательно, сЪть можетъ быть описана самое большее ж не- 
прерывными чертами. 


Примъчане. Фигура, воз точки которой четвыя, можетъ быть разсматри- 
ваема въ н®которомъ отношени, какъ замкнутая кривая, Это замфчане при- 
ифнимо въ теори кривыхъ, описываемыхъ съ одного почерка. 


—.-:-05-9.— 


Прим5чане Ш-е 


к лабиринтамв. 


Задача о лабиринтахъ представляетъ частный случай задачи на мосты и 
острова. Въ самомъ Дл, такъ какъ каждый путь нужно проходить два 
раза, то вопросъ сводится къ описан!ю сЪзти закзючающей въ себф только 
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пункты четнаго порядка. Но въ данномъ случав можно описать сть, не зная 
ея Формы, между тёмъ какъ въ общемъ это не имфетъ м8ета. 

Теорйя развЪтвленй снова ириводитъ насъ къ задачв Эйлера. Впрочемъ 
изъ второй теоремы предыдущаго примзчаня непосредственно сл®дуетъ, что 
число №, или с7в0лъ развютвленя, равняется половинв числа нечетныхь 
пунктовъ, т. е. числу 7 свободныхъ концовъ, увеличенному количествомъ уз- 
ловъ непарнаго порядка. Обозначимъ послфднее черезъ %, а черезъ 7/—число 
узловъ четнаго порядка; тогда на основаи Формулъ, приведенныхъ на стра- 
нацв 49, будемъ имфть 

В "Же: ир ={-). 
2 

Комбинируя различныя выражен1я числа №, мы получимъ нЪеколько другихъ 

Формулъ. 


—ю—- 


Примфчане 1\-е 


кб первоначальнымеё числамд. 


Мы показали, что соверщенныя числа происходятъ изъ чиселъ первона- 


чальныхъ, принадлежащихъ къ типу №=2`—1. Въ общемъ предиелови къ 
Сода Р1иузсо-Майетайса Мерсене утверждаетъ, что первоначальныя 
числа № соотвзтетвуютъ величинамъ 
п —= 1, 2, 3,5, 7, 13, 14, 19; ЗИ АР 85 

и что другихъ не существуетъ для й, меньшаго 257. Изъ этого интересваго 
отрывка, спасеннаго отъ забвен!я старанйями Женокки, видно, что Мерсене 
обладалъ весьма важнымъ способомъ, относящимся къ теори чиселъ, хотя 
этотъ способъ и не сохранился до нашего времени. Занимаясь повзркой вы- 
вода Мерсене, мы пришли къ елфдующей теоремъ: 

Если п—=44+3 есть число первое, точно также какъ и 9и-+1, то число 


№ =: —1 дълилися на 2п--1 безь остатка. СлЪдовательно, принимая въ 
соображеше таблицу первоначальныхъ чиселъ, мы закалючаемъ изъ нея, что 
для величинъ % послБдовательно равныхъ 

14, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251, 
число № не принадлежать къ первоначальнымъ. Относительно другихъ вели- 


37 
чинъ первоначальнаго числа и, Ферматъ, нашель что 2—1 дЪлитея на 223; 
41 43 
Плана нашелъ, что 2—1 дфлится на 13367; Ландри нашелъ, что числа 2—1, 


47 53 55 
вы Е 1 и, соотв тетвенно дФлимы на 431, 2351, 6361 и 179951; 


18 79 13 238 
наконець Ле-Лассеръ доказалъ, что числа 2—1, 2—1, 2—2и2 1 00- 


отвВтственно длятся на 439, 2687, 3391 и 1399. Остается слЪдовательно опре- 

дЬлить свойство чисель № для дзадцаль восьми показателей. 

61, 67, 71, 89, 91, 101, 103, 107, 109, 127, 137, 1439, 149, 151, 157, 163, 
167, 173, 181, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 241, 251. 


- 
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Мерсене говорить, что для опредълев!я предполагаемаго первоначальнымъ 


числа а состоящаго изъ 78 цифръ, потребовалея бы, при старинныхь 
способахъ счислешя, трудъ всего челов®чества, состоящаго изъ тысячи мил- 
лоновъ индивидуумовъ, которые должны бы были считать вс вмфстф и не- 
прерывно впродолжен!е числа вЪковъ, выражающагося двадцатью цифрами. 
Мы указали въ нашей Твое 4ез {опсй0пз питёетчаиез зипетеч 
ремо@чиез (Тоиттай ае Бзушеяет, {1, р. 304; Ва тоге, 1878), на новый 
способъ, посредетвомъ котораго могъ бы произвести это вычислене одинъ 
челов®къ менфе чзмъ въ три мЪеяца при помощи ариемометра Томаса. 
Хотя теор1я совершенныхъ чиеелъ сама по ееб® и безполезна, однако она 
послужила Фермату исходной точкой въ его изол$дованяхъ по высшей арие- 


ы п 
метикз. Разложене чиселъ типа 2—1, а въ боле общемъ видЪ чиселъ, от- 


п п 
носящихся къ типу (& Е ), на простые множители привело къ основнымъ 
хормуламъ теори чиселъ и въ особенности къ той изъ нихъ, которая была 
дана Ферматомъ и доказана Эйлеромъ, а именно—простые множители числа 


(а м ь°) имфютъ линейный типъ 7х -- 1. Въ поельднее время эта теорйя 
обогатилась весьма важными Фхормулами разложен!я ариометическаго, но не 
алгебрическаго, принадлежащими Орихейлю, бывшему вослитаннику политех- 
нической школы и Ле-Лассеру. Мы уже показали, что ‚ормулы выводятся изъ 
выражен, данныхъ Гауссомъ и обобщенныхъ Коши и Леженомъ Диритье. 
Съ другой стороны Генри представилъ на реймсек!й конгресеъ хранцузскаго 
общества преуспвяв1я наукъ интересныя историческ!я замтки, въ которыхъ 
доказалъ, что первая изъ этихъ Формулъ, принадлежащая Орихейлю, ускольз- 
нула отъ вниман!я Эйлера и Лежандра, но была замзчена Николаемъ Беге- 
линомъ и Сохьей Жерменъ. 

ПосаЪ того намъ удалось вывести Формулы двойнаго и четвернаго арие- 


. п п 
метическаго разложеня для чисель типа а -- 6’. Но здвеь мы ограничимся 
только однимъ чисденнымъ примвромъ, который провзрилъ Ле-Лассеръ. Если 


й 2 
обозначимъ черезьъ @ и 6 оба корня уравнешя © —©—2, то частное отъ 


._‚ 1260 1260 \ » 
двлешя (@ ——^6 ) на (а—6) равно произведеню слфдующихъ первона- 


чальныхъ чиселъ: 


37, 57, 11, 13, 41, 19, 29, 37, 44, 43, 59, 74, 83, 89, 127, 139, 167, 241, 
251, 281, 419, 424, 503, 631, 101, 839, 1009, 1259, 2309, 2524, 2647, 2129, 
3023, 3061, 3359, 3719, 4409, 5039, 6299, 6719, 9181, 19531, 22619, 41161, 
182219, 35261741, 4835251, 125541359, 25215201901, 34449677641, 1531790567559, 
7332681745121. 

Весьма вфроятно, что при дальнфйшемъ развити этихъ «ормулъ возможно 
будетъ. ра шить, —существуеть ли безчисленное множество величинь &, для 
хоторыхь числа хи р х -= 4 06а первоначальныя. Кром того, тёми же 
Формулами можно воспользоваться и для рЪишен!я задачи, требующей найдти 
первоначальныя числа, большия даннаго числа. 
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